Solucionario 


beometrís 


Ñ Lo DEWIU PA 
' ' , . 
' ¡ 


EXPROA L— 


Unidad 1) 


APLICAMOS LO APRENDIDO 
(página 6) Unidad 1 


Te 


6 | n l n 


A B M Cc 
10 


Como: AC =AB +BC 
10=6+2n 
4=2n 
>=n=2 
Piden: AM=AB+BM=6+n 
AM=6+2 
-. AM=8 
Clave B 


Según el dato: 

= 3AC+2AB=8 

3(a+b)+2a=8 

5a +3b=8 21) 
= 3CD+2BD=7 
3c + 2(b + c)=7 
5c+2b=7  ..(2) 

Sumando (1) y (2): 

(5a + 3b) + (5c + 2b) =8 +7 
5(a+b+c)=15 
=>a+b+c=3 

Piden: AD=a+b=+c 

-.AD=3 


Clave C 


Según el dato: 


BC_2 

077” BC=2kACD=7k 

| 5 í 2k í 7k 
A B C D 
! 32 


Del gráfico: 
AD=AB +BC +CD 
32=5+2k+7k 
27 =9k 
>k=3 
Piden: AC=AB+BC=5 + 2k 
-.AC=5+6=11 
Clave D 


Según el dato: 
MQ = 2PR 
a+b=2(b +c) 
a+b=2b+2c 
> a=b+2c sd) 
También: 
MP — QR = 12 
=> a-c=12 (2) 
Reemplazando (1) en (2): 
(b +20) -c=12 
=>b+c=12 
Piden: PR=b+c 
¿PR =12 
Clave D 


2 l Intelectum 4.2 


SEGMENTOS 


M N P Q 
a + b + a 
Según el dato: 
MN = 2NP 
a=2b 1) 
Del gráfico: 
MQ =45 
MN + NP + PQ =45 
a+b+a=45 
2a+b=45 ...(2) 
Reemplazando (1) en (2): 
2(2b) +b =45 
5bb=45= b=9 
Reemplazando b =09 en (1): 
> a=18 
Piden: 
MP = MN + NP =a +b 
-. MP=18+9=27 


Clave C 


Según el dato: 


A C D E 
HE 3/k —4— 5/k p—7/k ——8/k —4 
Además: 
AB+BC=70 
O 4 
Pd" 70=>k 35 
Piden: 
OR A 1 
BD=BC+CD ok k 
12 _ (12135) 
BD= 4) = 7 
35 
. BD=105 


Clave A 


Há a 4 — a —+—b 


A B G D 
Según el dato: 
28D -AC=4 
2(a+b)-2a=4 
2a+2b-2a=4 
2b=4=b=2 
Piden: 


Clave D 


Piden: 
g- KN+KL_ (a+2b)+a 
KM a+b 
_ 2(a+b) 
— (a+b) 
2 E=2 


Clave D 


10. 


11. 


12. 


Por dato: 
(AB)(AC) = 21(AB) - (BC)] 
b(b + a) =2[b? — a] 
b(b + a) = 2(b — a)(b + a) 

b=2(b-a) 

b=2b-2a 

=2a=b 
Piden: AB = b = 2a 
-. AB=2a 
Clave C 


H— a 4 db 4 6 —+— 8 — 
A B Cc D E 


Por dato: 
AB+CE _ BE-CD _ AE-DE 

7 4 a 9 
a+c+3_b+c+3-Cc_ a+b+c+3-3 
T 4 _ 9 
a+c4+3_b+3_a+b+c 


7 4 9 
(a+c+3)+(b+3)  a+b+c 
pra) 9 

a+b+c+6_a+b+c 
11 9 
Ya +b +c) +54 = 11(a + b +cC) 
54 = 2(a + b + C) 
> a+b+c=27 
Piden: 
AE=a+b+c+3=27+3 
-. AE=30 


Clave C 


=> AD = 3BC 
AD = 3x 
20 —x +24 =3x 
44=4x =x=11 
Clave D 


=== bh ===] 


Reemplazando: 
(a + b + cjJd = a(b + c + d) 
ad + bd + cd = ab + ac + ad 


d(b+1)=a(b+4) > a=d 
-. AB=DE 
Clave A 
a b 
A B C 
Reemplazando: 
AC =3BC y AB = 24 - 4BC 
a+b=3b a=24-4b 
a=2b > 2b=24 -4b 
6b =24 
b=4 
-.b=BC=BC=4 
Clave B 


n—_—— —_————A————— 
A B [el D M E 
Reemplazando 


a+b+b+c+c4+d+d+e=55 
(a+b+c+d+e)+(b+c+d)=55 


AE + BM =55 
Pero: 
4AE=7BM > BM= (5) AE 
Reemplazando: 
AE+ (5) AE =55 
(E) AE=55 >AE=35 
Clave C 
PRACTIQUEMOS 
Nivel 1 (página 8) Unidad 1 
CD Comunicación matemática 
1. Por definición Clave D 
2. Por definición Clave D 
3. Por definición Clave C 


CD Razonamiento y demostración 


4. a —————A —————————_—_——A—A— 
B c D 
| 17 3 
| 15 
Del gráfico: BD =BC + CD 


=BC=BD -CD 
BC =15-3 
BC=12 


BD=7=BC+CD =CD=7-BC 
Pero:AB=BC=3 = CD=4 


Clave C 
O A ATTE: 
| 50 | a | 
Reemplazando: 
50 +a= 150 AD=50+a 
2a= 100 AD=100 
a=50 
Clave B 
7 MRE<-———_—— A —— —_—Áále 
A B C D 
| 5 | 9 
| 12 
BD=BC+CD = BC=BD-CD 
BC=12-9 
BC=3 
Clave C 
A 
A B C D 
| 2 y 3 | 
BD=BC+CD = CD=BD-BC 
CD=3-BC 
Pero:AB=BC=2 => CD=3-2 
CD=1 


Clave A 


9. e — e . . 
A M B [el 
=b.==:b:= 4 | 
AC=2b+4 =8=2b+4 MC=b+4 

b=2 MC =6 
Clave C 
CD Resolución de problemas 
10. 1 2 a 10 11 12 


1 2 10 11 


Entonces hay 11 separaciones y por dato cada 
separación mide 5 m. 

Luego, la distancia entre la primera y última valla 
será: 


11(5 m) =55 m 
Clave C 
11.20 "=|=20 ==) x | 
A OB c D 
Piden: CD = x 
Por dato: BD = 30 
20+x=30 
2 X=:10 
Clave B 
12. | a | 4 | b | 
A B C D 
Por dato: AC =7 
a+4=7>=a=3 
Además: BD=9 
4+b=9=b=5 
Piden: 
AD=a+4+b=3+4+5 
“-. AD=12 
Clave C 
43. | 15-x | x HH 12-x | 
A B C D 
Piden: BC = x 
Por dato: AD = 18 
15-x+x+12-x= 18 
27 -x=18 
2 x=9 
Clave C 
14. | m HLa—+aw 2m ] 
A B Mm Cc D 
Por dato: AM = 12 
m+a=12 
Piden: 
BD = 2a + 2m = 2(a + m) = 2(12) 
-. BD=24 
Clave D 


Nivel 2 (página 8) Unidad 1 
CD Comunicación matemática 
15. 


16. 


CD Razonamiento y demostración 


17. 


20. 


Dato: FM = 5MC = 5k 

| 5k | k | 
- _—_—_—_—____—____ NY A 
F M C 


Además: MC=7=k=7 
Piden: 2FC=2(6k) = 12k = 12(7) 
-. 2FC=84 


Clave A 


si AB _AC_BD_k 


2.5. 38 
Entonces: 


Además: AD = 30 
10k =30=k =3 
BC = 3k = 3(3) 
“. BC=9 


Piden: 


Clave D 


. Por dato: 


AB = BD = 3CD = 3k 


A B C D 
Además: AD = 24 

6k=24 =k=4 

CD=k=4 
-. CD=4 


Piden: 


Clave A 


A B M C 
| a | b | b | 


Reemplazando 
a+b+b+a=18 
2(a + b) = 18 
a+b=9 
Piden: AM =a +b=AM =9 
Clave C 


CD Resolución de problemas 


21. 


22. 


Por dato: AC+BD= 14 
(2a + b) + (b + 2c) = 14 
2(a+b+c)=14 
>a+b+c=7 
Piden: MN=a+b+c=7 
. MN=7 
Clave D 


Por dato: 
AC= 40 
AD+CD= 80 
AD+AC+CD= 120 
——— 
AD 
=> 2AD = 120 
-. AD=60 


(+) 


Clave D 
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23. la | a — mb pb —] CD Razonamiento y demostración 
A P B Cc Q D 29. —_—_—_____J___—————— 
A B Cc D 
Por dato: AC+BD= 30 AB; BC; CD: 3 a 
(2a + m) + (m + 2b) =30 AC: BD: 2 
2(a + m + b) =30 AD: 1 
>a+m+b=15 
Piden: PQ=a+m+b=15 ROrlbiano: 
- PQ=15 n.* de segmentos =3+2+1=6 
Clave B Clave B 
24. | a 2 2 ax] 30. 
A B M C a + a | a a | 
A N QM P B 
Piden: BM =x sl E 
Por dato: BC — AB = 32 Del gráfico: 2b=3a; Además NQ=AQ — AN 
(2x + a) — (a) = 32 p- 2 > NQ=b-a 
2x=32 A , > NQ=b-a 
eemplazando: 
2 x=16 d 35. 
Clave C =-2-6 == 49 
25. (4354 H=H4a M1] AB=4a > AB=48 
A B M C N D Clave D 
Por dato N to medio de BD, entonces: 
A CD Resolución de problemas 
a+4+a+n=m 
>m=2a+n+4 31. | a | a | b—+a+b— 
Además:  CD=10 E M B Ñ e 
=10 
il Por dato: AB = BC 
La+n+4)+n=10 bae 
2(a+n)=6 a=2b 
>a+n=3 = AM = 2BN 
Piden: Clave E 
MN =4 +a+n=4 + (3) 
32. | a | b | c | 
-. MN=7 E == 
Clave C 
Por dato: 
Dial a 7a+x) ' (AB)(CD) =72 = ac =72 36. 
A A Además: 
Hr A (AB)(BD) + (AC)(CD) = (AD)(BC) 
: a(b + Cc) + (a + b)c = (a + b + c)b 
Piden: BC =x ab +ac+ac+cb=ab+b?+cb 
Por dato: BD — 7AB = 40 Zac =b? 
(x+7a +7x) — 7(a) =40 2(72) = b? 
8x+7a-7a=40 > b?= 144 
8x =40 b=12 
=D -.BC=12 
Clave B Clave D 
Nivel 3 (página 9) Unidad 1 33. Por dato: 
CD Comunicación matemática 10AB = 5BC =2CD = 20k 
27. 
l=k:=t=k =I 4k | 5k —— 5k-— 
Clave B A M B C N D 
Además: AD = 16 
sil 16k=16=k=1 


4 [ Intelectum 4.2 


MN = 10k = 10(1) 
. MN=10 


Clave A 


Por dato: 


(MA)(MB) + (AB 361 


4 
(b)(b + 2a) + Ea =361 


b? + 2ab + a?=361 
(b + a)?=361 
=b+a=19 
Piden: OM=b+a=19 
-. OM=19 


Por dato N es punto medio de BD, 

Entonces: 

b+a+b+n=m 

>=m=a+2b+n 
AB+CD=20 

(a) + (n + m) =20 


Además: 


a+n+(a+2b+n)=20 
2(a+b+n)=20 
>a+b+n=10 
Piden: 
MN =a+b+n=10 
. MN =10 
Clave C 


Por dato: 
AB = 2BC = 3CD = 6k 


Además: AP-CQ= 16 

(6k — n) — (2k — n) = 16 

6k-n-2k+n=16 
4dk=16=k=4 


Piden: 
PQ =n +3k + (2k — n) 
PQ = 5k = 5(4) 
. PQ=20 
Clave D 


ÁNGULOS 


APLICAMOS LO APRENDIDO 
(página 10) Unidad 1 
1. Piden: x 


De la figura: 
x=a +fB +90 
También: 
2a. +28 =90* 
a +p=45* 


=>x=0a +p+90% 
x=45* + 90* 
¿X= 135 


2. Piden: m4BOD = x + 30? 


Como 0D es bisectriz: 
=> x+30* =2x — 20? 
x= 50" 
. X+30* = 50? + 30? = 80? 


3. Piden: m4AOB =x 


bisectriz del 
ángulo AOD 


Dato: m4AOB + mZAOC = 90? 
X+X+0Q =90* 
2x +0 =902 
También: 2a. + x = 90? 
De (1) y (2): 
x= 30" 


4. Piden: m24BON 


Bisectriz del 
ángulo POM 


Clave B 


Clave D 


(1) 
(2) 


Clave B 


Piden: 
mZBOD =0 +28 
Por dato: m4AOC = 48" 


20. +0 =48> 
s0= ML ft) 


2 
Además: m4MON = 30? 
>0+0+8=30* ...(2) 


Reemplazando (1) en (2): 


(245) +0+p=30" 


0 _ (AO 
q +p=b 


-. 0+28 =12 


Clave B 


Por dato: 
2(mBOC) = 3(m4C0D) 
m4BOC _3 _k 


mZC0D 2” 
=m2ZBOC=3k A mZ4COD =2k 
Además: 
2(mZA0B) + 3(mA0D) = 1202 
2(a) + 3(a + 2k + 3k) = 120? 
5a + 15k = 120? 
a+3k= 24" 


Piden: 
mZAOC =a + 3k 


. m4AOC=24" 
Clave C 


Sea a: la medida del ángulo 
Por dato: 
E 3 
Sía) 7 2C a) + 20? = 5 


0.) 


2 o 
5%) NN 2Cía) NN 20 
Sía) == 5C far) — 502 
180” — a, = 5(90* — aa) — 50? 
180” — a, = 450” — 5a — 50* 
4a = 220" 


. a=55" 


Clave C 


Por propiedad: 
20 +0. +0 +60 + 30 — a. = 180 
120 = 180* 
0 1Os 
Clave E 
Piden: x 
Xx L, 
2 
3X 
ls 
Por propiedad: 
Xx +2x + 3x +90? = 180? 
6x = 90 
x= 15" 
Clave C 
. Piden: x 
Por propiedad: 
Tx + Tx +7x + 180% — 3x = 180"(3) 
18x = 360 
x=20* 
Clave A 
. Piden: x 
Dato: a. + P =220* 
Se traza La Il jm 
Por ángulos conjugados internos: 
P+a-—x= 180% 
== — 
220” — x= 180" 
x= 40? 
Clave A 
. Piden: O 


Se traza Lg // Lo 
Por propiedad: 
0 +0 +30 +60" = 180? 
50 = 120? 
0 = 24? 


Clave C 
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13. Piden: x 
Dato: a. + f =200* 
L, 


L, 


La 


Sabemos: 
x=a+b 
También: 


2a + 2b + 200? = 360 
=>a+b=80* 


== 
x =80* 
Clave B 


L, 


L, 


30 +50? +40” = 180% 
30 = 90" 
0 =30* 


Clave A 


PRACTIQUEMOS 

Nivel 1 (página 12) Unidad 1 
CD Comunicación matemática 

1. 

2. Clave A 
3. 

4. 


CD Razonamiento y demostración 


Por dato: 
mZAOB — m4BOC = 40? 
(0 + x) — (0 — x) = 40" 
2x=40" 
“. Xx=20" 
Clave C 


6 [ Intelectum 4.2 


Piden: m4BOC = x 


Por dato: 160? + a = 180? 
=a =20* 


Además: m4BOD = 170% 
a +x= 170% 

20 + x= 170* 

. X= 150 


Por dato: m4AOD = 80? 
20” + 20 = 80" 
20 =60* 
> 0 =30* 
Piden: 
mZAOC =20* + 0 =20* + 30* 
+. mZAOC = 50? 


Del gráfico: 
120” + 30 + 2a + 30. = 360" 
8a = 240" 
>a =30* 


Piden: 
mZAOD = 2a. = 2(30*) 
-.mZAOD = 60? 


Piden: m4BOC =x 
Por dato: m4BOD = 60? 
x + 20% + x = 60? 
2x =40" 
“. Xx=20* 


Del gráfico: 
Ax + 5x — 45” = 90 
9x = 135" 
Clave C y=ápé 


Clave D 
11. 


De la figura: 
x+70* =90* 
X=:20% 
Clave D 


12. SCi40>) => Sís0”) = 130? 
Clave C 


Clave C 


Por ángulos alternos internos: 
3a =60 > a =20* 
Por propiedad: 
x=15" + a =15* + (20%) 
. X=35" 


Clave C 


Por ángulos conjugados internos: 

5a + 5b = 180% = a + b= 36" 
Clave C Por propiedad: 

x= 2a + 2b = 2(a + b) = 2(36*) 

O 


Clave B 


Trazamos: E Il La entonces Es Il Ls 
Por ángulos correspondientes: 
2x =x+50* 
. X= 50" 
Clave B Clave E 


Por propiedad: 
x= 30% + 10% + 20? + 20? 
. Xx=80" 


Por dato: a + b = 200% 
Del gráfico: a +a =180* 


> a =(180* —- a) 
Por propiedad: b=c +«a 
b=c+180* —a 
a+b- 180” =c 
(200%) — 180” =c 
o =:207 


Por propiedad: 
55? + (x+ 11%) =73* 
66% +x=73" 
== LA 


Por propiedad: 
20% + 30? + 20? = 3x + 2x 
70% =5x 
x= 14 


20. 


Ak + 15% 
L, 


De la figura: 
(4k + 15%) + (6k + 15%) = 180? 
10k + 30* = 180? 
10k = 150% 
k= 15" 
Luego: 
x=4k+15* 
x=4(15%) + 15? 
x=75* 
Clave C 


21. 
Clave D L, 


De la figura: 
(6k + 159) + (2k + 5%) = 1809 
8k + 20* = 180? 
8k = 160 
k= 209 
Además: 
x +6k +15” = 180? 
=> x+6(20%) + 15” = 180? 
x= 45" 
Clave C 
Clave B 


L; 


Ax 
L, 


Por propiedad: 
3x + 4x + x + 2x = 180? 
10x = 180? 
x=18* 
Clave B 
Clave E 


23. Piden: x 


Sabemos: 
xé =16x — 640 
Resolviendo: x = 8? 


Clave B 
Clave B 


24. Piden: x 


2y + 5% L 


La 


Por ángulos correspondientes: 
2y +5” =y +30" 
y =25* 
Luego: 2y + 5* + 50? + x= 180% 
2(25%) + 5% + 50% + x= 180% 
105? + x = 180? 


ESO? 
Clave D 
CD Resolución de problemas 
25. A 
v e By 
M pen e PS 
E , Nr 
Mae 
as Y 
P o) 
Del gráfico: 
2a +20 = 180* 
a+0=90% (1) 
Además: 
a+22=08 
a=0-22  ..(2) 
Reemplazando (2) en (1): 
(0 — 22%) + 0 =90* 
20 = 112? 
¿0:=:D67 
Clave B 
26. 
Piden: 
mZMON =0 +a 


Por dato, los ángulos AOB y BOC son adyacentes 
y suplementarios, entonces: 


20 + 2a = 180 
-.0+a=90* 
Clave E 
27. Sea el ángulo: a 
Del enunciado: 
1 
0= Sa) 
_ A mano — 
a= ¿(180 a) 
8a = 180 — a 
9a = 180? 
. a=20* 
Clave A 
28. Sea el ángulo: a 
Por dato: 
Sía) = Cía) = 6a 
(180? — ar) — (90? — a) = 6a. 
90” = 6u 
>=a=15 
Clave E 
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29. Del enunciado: 34. L, 
180” — x =4x 
Bx = 1802 
X= 36% ná 48? 
Clave D 
2x Q 
30. Del enunciado: 
x+y=180* Es 
y =2x Por propiedad: 
Luego: a + 48% + 90% =2x + 90 + a. 
x + 2x= 180" A 
3x = 180 48” =2x 
x=560* x= 249 
Clave B Clave E 
31. Del enunciado: 
(180% — x) + (180? — y) = 280? 
360" — (x + y) = 280 
x+y=80" 
Piden: Cíx + y) 
=> 90? — (x + y) = 10? 
Clave A 
Clave D 
41. 
De la figura: 
20. +40” + 28 = 180 
Luego: dd 0) 180? — 160 + 40” = 60 
Pa 220 =220 
mZNOM=a + fB +40? (2) 0=10* 
Reemplazando (1) en (2): 
mZNOM = 1102 Cer 
Clave B || Nivel 2 (página 15) Unidad 1 
CD Comunicación matemática 
37. 
42. 
Los ángulos x e y se trasladan por ángulos De la figura: 
correspondientes. mZMON = a. + $ 
E of: 2(a + fB) = 180? 
or propiedad: a+Pp=90* 
60? + y = 130? 
=70* Entonces: 
pa A m.ZMON =90* 
Del gráfico: 
x + 130* = 180? Clave A 
An CD Razonamiento y demostración 
Piden: 43 
x-500_5 
y TO 7 
¿E 
7 
Clave B de id 2 


8 [ Intelectum 4.2 


Por dato: 
mZAOC + m4BOD = 260* 
(a + x) + (x +) = 260? 
> 2x +0 +B =260* 
Del gráfico: 
a +Xx+fB =180* 
>0+P=180* — x 
Reemplazando (2) en (1): 
2x + (180% — x) = 260% 
x= 260" — 180% 
. x=80" 


as 


(2) 


Clave A 


Del gráfico: a. + x + 0 = 909 
Por dato: 
mZAOC + m4BOD = 140? 
(a + x) + (x +0) = 140? 
x+0+x+0=140" 
—— 
90* 
2. X=50* 
Clave C 


[C (col 


De la figura: 
(90 — 01)? + a = 1802 
(90? — ar)? — (90 — ax) = 90? 
Haciendo x = 90” — a, tenemos: 
Xx — x=900 
x(x— 1) = 90% 
x= 109 
Luego: 
90” —a =10* 
a =80* 
Clave E 


P+x B 


Cc 


OM: bisectriz del 4AOC 
Dato: 
mZAOB — m4BOC = 20? 
(p+2x) -P =20* 
2x =20" 
x=10* 


Clave B 


De la figura: 
8a +50. — x= 180% 
130 —x=180* ..(1) 
Dato: 
mZAOB — m4C0D = 60* 
80 — x — (50, — x) = 60? 
3a =60* 
a =20* 
Reemplazando en (1): 
13(20%) — x = 180% 
x=80" 


44. 


¿O 


x+ 5 LE 


L, 
100% 


Por ángulos conjugados externos: 
(2x + 10%) + 100* = 1809 
2x=70* 
4 X=:39" 


Del gráfico se deduce que: Ly // L 
Por ángulos correspondientes: 
+ 28 = 130% > ff =65* 
+ P=x=65" 
. Xx=65* 


Trazamos: Lg // Ly, entonces Lz // L, 
Por ángulos conjugados internos: 
2a + 100* =180* 
2a =80* => a =40* 
Del gráfico: 
x+a=90% 


Por propiedad: 
x +80" = 20. ..(11) 
Luego: a. + 30? =80* = a = 50% 
En (1): 
x + 80% = 100? 
x=20* 


Clave C 


Clave D 


Clave B 


Clave C 


Por propiedad: 
180” — 3m + m = 100? 
2m =80* 
m=40* 


Luego: 
180” — x +m=90* 
180% — x +40” =90" 
x= 130* 


Clave A 


CD Resolución de problemas 


50. Por dato: 
Clave D 


0= <a +p) 
3a =2a. +28 
a=2P 


Además: a <90* 
2p <90* 
>p<45 

Por lo tanto, el máximo valor entero de f es 44”. 


Clave B 


51. Sea a: la medida del ángulo 
Del enunciado: 


a (DL 439) 0180" a.)-(90'a)] 


o- (482) =£ (180 a —90* +0) 


a+ a - 48"= 18* 


Clave C 


= 3 66" 


. a=44 
Clave E 


52. Del enunciado: 


90-x _4 


o Xx 3 
180* + 
2707 — 3x=180* — $ 


x=36" 
Clave B 
OM: bisectriz del 4AOC 
ON:: bisectriz del 4BOD 
Del gráfico: O + 20% + a =x sd) 


Por dato: 
mZAOD = 100? 
> (20% + 0) + x + (20* + a) = 100? 
0+20"+0a=80-x .. (2) 


Reemplazando (2) en (1): 
80” —x=xX 
x=40" 


Clave A 


De la figura: 
a +(90* — f) = 180% 

ap =90* sal) 
Dato: 


mZAOB + mC0D = 200? 
a+p=200" .. (2) 


Sumando (1) y (2): 
2a. = 290 
a = 145" 


Clave A 


Trazamos: a LE y 1 dE 


Luego se cumple que: L, // Ly. 


Por propiedad: 
x+y= 10 + 50? + 30? 
Xy =90* 


Clave C 
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Por dato: OB bisectriz del 4AOD. 
= mZ4AOB = m4BOD 


De la figura: 
a +x+fp =90* (11) 


2a =20 Dato: 
>0=0 mZAOC + m4BOD =7x 
ato da A (a + x) + (x +) =7x 
Del ¡adi - e a +B=5x (2) 
: Reemplazando (2) en (1): 
Del gráfico: Piden: 6x = 902 
p +x= 1802 (1) mZPOQ = a + 30 = (0) + 30 = 40 x= 152 
a +x=90% mZP0OQ = 4(30*) = 120? Clave C 
. mZ2POQ = 120? 
Sumando (1) y (2): 
B +a +2x=270* Clave E 
PIS 
150% + 2x = 270" 61. 
2x = 120" 63 
Xx =60 Ñ 
Clave C ¿ 4 
CD Razonamiento y demostración 
63. Piden: Dato: 
- SCis0) — SS 139") m.MON = 3m4BOC 
a Ec a +0 +x=3x 
L il >a+0=2x 
uego SCoy =Sjo: 509 Sus Del gráfico: 
ANO AÑO — 449 2(a +0) +x=90* 
e, = 180? — 40” =14 
SCi50») = 180” — 40 0 5x—090> 
+ SSt3g) = Sigo" - 139 x= 18" 
o o o ARNO (139%) = 9(180* - 139%) 
x + 70% +90* + le A Pe SS (1399 = Spare, = 180 — 419 Clave C 
de e SSt139%) == 139% 
Clave A 
+ CCCígg = CCiop- - 89) 
CCC gg") = CC 10) = Cigo” — 1) 
CCC gg") E Cie9r) = 90 = 89* 
CCC 89") == 1 
Reemplazando en la expresión E: 
Es ME=BY 5.4 
1 die — — e ase 
A Trazamos: Lg // L,, entonces Lg // L, 
o Por ángulos conjugados internos: 
Clave A o o 
Por dato: y 0 =75" dió aio IN 
Se deduce: Lg // Ly ii a 
A” Por ángulos conjugados internos: 
De la figura: da +48 = 180 
0+x=4 . 4a + 4(30%) = 180% 
RTS 4a =60* 
Clave D ca="19* 
Clave D 
Nivel 3 (página 17) Unidad 1 Por dato: (0.)(0) = 98* 
CD Comunicación matemática Además del enunciado: 
59. Sea x la medida del ángulo. (a) (x +0) + (a + x)(0) = (a. + x + 0)(x) 
Dato: 90% — x=4x ox +00 +00 +0x=0x + + 0x 
5x =90* 20.0 = : 
=x=18" 2(98) = x 
196 =x? 
ARNE =» x=14 Trazamos: Lg // Ly entonces Lg // Lo 
Por lo tanto, la m4BOC es 14”. . . 
Clave C Por ángulos alternos internos: 
2x=0+x =>x=0 
63 Del gráfico: 
x +30 +x= 180* 
2x + 3(x) = 180? 
5x = 180 
. x=36" 
Clave E 
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69. 


Por propiedad: 
+ 5x+60” =90”+0 

=> 5x=30"+0 
+ 3x+60” =90” +a 

> 3x=30"+a 
Sumando (1) y (2): 

8x =60* + (0 + a) 
Por propiedad también: 
Bx +0. =90% A 3x+0=90* 

Sumando estas dos expresiones: 
8x + (a +0) = 180? 
Luego sumando (3) y (4) obtenemos: 


8x + 8x = 180” + 60? 
16x = 240" 


73. 


(4) 


O 


Clave E 


70. 


De la figura: 
0+PB+x=90 
0+PB=a+x 
Reemplazando (2) en (1): 
a + 2x =90* 
x=45* — $ 
Clave A 


71. 


(180? — a) + (180? — b) + c + x = 360% 
“.Xx=a+b-cC 
Clave D 


CD Resolución de problemas 
72. 


Por dato m4A0D=a A m4BOC =b 
Entonces: 
2a+n+x+m+20=a 
n+x+m=b 
>20+20=a-b 
>0+0=2% 


74. 


75. 


Del gráfico: 
2a+n=x+m>+0 
20+m=x+n+a 
a +0 =2x 


Reemplazando (2) en (1): 


| (+) 


0 


Syb 


4 
Clave D 


Sea 1: el menor de los ángulos 

Del enunciado: 

a + (a +1) + (0. + 2r) + (a +3r) + (a + 41) = 180? 
=> 0 +21 =360 (1) 

Además: 


a= Ya +4r 


2 


a =0a +4r 


De (1) y (2): 


al+a=72 


ala +1) = 8(8 + 1) 


>0a0=8" 


(2) 


Por lo tanto, el menor ángulo mide 8*. 
Clave E 


Por dato:m4AOB + m4C0D = 70? 
(2a. +0) + (28 +0) =70 
2(a +0 +P)=70* 
>a+0+f=35" 
Piden: 
mZX0OY =a +0 +8B =35* 


*. mZXOY = 35" 
Clave D 


Por dato: 
mZAOC — m4BOD = 10? 
(2a. + B) — (B +20) = 10? 
=>0a0-0=5 
Además: 
m.ZMON = 1009 
a+p+0=100* 
Sumando (1) y (2): 
2a. +P =105* 
Piden: 
mZAOC = 2a + fB = 105? 


. m4AOC = 105? 
Clave A 
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76. 


De la figura: 
2a +28 = 180* 


a +P=90" 
maaoy =p+ 248 - Porto (1) 


mzAOP = Y Bb (2) 


Restando (2) de (1): 
mzAOY - mzA0P=x= 2+B - 9" = 45 


2 2 


LT 


Por dato: AB 1 DE 


Trazamos una paralela a AB por el punto D (DF). 


ComoAB 1 DE=DF 1 DE 
Por propiedad: 

45 =10%+a => 0 =35" 
Del gráfico: 

x =a +90* = 35" + 90* 
¿00= 120" 


78. 


Por dato: AB_1 EF 


Trazamos una paralela a AB por el punto E (EN). 


Como: AB 1 EF = EN 1 EF 


Por propiedad: 
30? +40” =x + 30? 
70% =x +30? 


E e=:405 


12 [ Intelectum 4.2 


79. 


Trazamos: L al E y la Al: lo 
Luego se cumple que: La / L, 
Por propiedad: 


a+b+c=20" +40? + 30? + 10? 
-. a+b=+c=100* 


Clave D 


Clave B 80. 


De la figura: 
(90? — fB) + (180? — y) = y +0 
270" -P-y=y+a 
(a. + B) + 2y =270* 
66” + 2y =270* 
y =102* 


Clave E 


81. 


Clave C 


De la figura: x = 0. +0 
2(P + y) = 180* 
P+y=90% 


Luego: 
B + y + 4a +40 +x= 3607 
90” + 4(a +0) + x= 360? 
5x = 270 
x=54% 
Clave D 


Clave D 


TRIÁNGULOS 


APLICAMOS LO APRENDIDO 
(página 19) Unidad 1 
1. B 


Por propiedad: 

180” — 6a + a = 60? 
120” = 50 
E O ZÁS 


Clave E 


Sea: m4C=a 
Como: 

2a>a >x>3 ..(1) 

En el ABDC por desigualdad triangular: 
x<3+3 x<6 ..(2) 


De (1) y (2): 3<x<6 
. Xmin.=4 A Xmax. =5 
Clave D 


Por propiedad: 
0+30+0=pP=PB=50 
Como: $ =50 =BC =DC 
Por dato: AB = DC 
=AB=BC=m4A=mC 
30=0+a 
=a =20 


En el triángulo ABC: 
30 + (0 + 50) + (a +0) = 180? 
100 + (20) = 180% 
120 = 180% 
ES 
Clave B 


4. Pordato: AB=BC=AD=BD 


a 
as 


al 
E 
D 


En el triángulo ACD: 
(60? — 01) + (60? + aL + x) +x = 180? 
120” + 2x = 180* 
2x =60* 
“.x=30 
Clave E 


En el triángulo ABP: 
2a. + 2a + 0. = 180% 
5a = 180” > a = 36” 


Del gráfico: 
20 + 2a. = 180% 
0 +a=90* 
0 +36 =90* = 0 = 54? 


En el triángulo APM: 
x+0=20 
x +54” = 2(367) 
x=72* - 54? 
a x=109 


Clave C 


Por propiedad (ángulo formado por dos 
bisectrices exteriores): 


og Xx X-9" 
70*=00"-X  L=20 


“. x=40* 
Clave B 


Por propiedad (ángulo formado por dos 
bisectrices exteriores): 


o =90* - 2% - 90" - 30" 
=0a =60* 
Por propiedad (ángulo formado por dos 
bisectrices interiores): 
= o a o 60% 
x=90" + 7 = 90” + > 
x= 90" + 30? 
“x= 1200 
Clave E 


9. 


-.AC=26 
A B 
Pu 
A 12 (8 


Por propiedad (ángulo formado por dos 
bisectrices interiores): 


a=90% + > a=130" 


Por propiedad de triángulos: 
80” +x=0+y 
0+y+x=a | 1 
80” + 2x=a 
80% + 2x = 130% 
2x =50* 


5 =20" 
Clave D 


AÑO 


Prolongamos BG hasta un punto MEAC. 
Por ser G baricentro: 

BG=2GM »A AM=MC 
10=2GM=GM=5 

En el IMAGM, por el teorema de Pitágoras: 
(AM)? =5? + 12? =169 = AM = 13 

Piden: 

AC = 2AM = 2(13) 


Clave C 


Prolongamos CH hasta el punto D € AB 
Como H es el ortocentro > CD 1 AB 
Como el AAHB es isósceles => AD = DB 
Entonces, CD resulta mediatriz de AB. 
x= 12 


Clave E 


Por ser | incentro del AABC: 
* m4BAI =mZCAl 
* mZABI =mZICB = 35? 
Además: 35” + 35” + m4BCF + 55” = 180? 
=m24BCF = 55" 
Del gráfico el punto F es un excentro del AABC. 
Entonces, el cuadrilátero IBFC es inscriptible. 

2 0=30* 

Clave B 
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Como O es circuncentro del AABC: 
>0A=0B=0C=x_ 
Como m4ACB = 30? => mAB =60* 
Luego: m4AOB = 60% 
-x=6 


Clave C 


Por ser EFD el triángulo exincentral del AABC, 
| es incentro del AABC. 
Por propiedad de triángulos: 
30 +20” =a +PB=a+B=50* 
Enel AABC: 
0 + 2a + 28 = 180 
0 + 2(0. + PB) = 180? 
0 + 2(50*) = 180? 
.. 0 =80" 
Clave C 


Por dato, NRS es el triángulo tangencial del 
AABC. 
En el AANS: 2a. +62? = 180” = q =59* 
En el ACSR: 20 + 46” = 180? = 0 =67* 
Del gráfico: 
x+0a +0 =180* 
x+59* + 67” = 180" 
x + 126" = 180" 
“.Xx=54* 
Clave E 


PRACTIQUEMOS 

Nivel 1 (página 21) Unidad 1 
CD Comunicación matemática 

1. 

Ze 

3. 
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CD Razonamiento y demostración 


Por propiedad: 


4. Piden: x X=0 +Ww +80? 
x- 80” =a +w sel) 
También: 
120” =a. +x+w (2) 


Reemplazando (1) en (2): 
120% =x — 80% +x 


Del gráfico: o 
4x +2x=54" 200” = 2x 
6x =540 2. X= 1002 
O Clave B 
Clave C 
á 
Piden: x 
599 2A 
Del gráfico: 
0+a=5. A 20+0a=180* 
Del gráfico: 0 o 
a +8 =82* (1) 0 =4a 20 + q = 180 
También: _8 90 _ ¡ano 
822 +x+0+a= 180" ay 4 = 180 
a +0+x=98* ...(2) 
. 0 =80" 
Reemplazando (1) en (2): Clave E 
82” + x = 98” 
des 16* 
Clave A 
Piden: x 
O 20 
> Por suma de ángulos exteriores: 
LETRA 20 +20 + 104" = 360" 
Por propiedad: 0 a 
o a o 902 “.O= 3 
90 +x=90* + > Clave A 
2. X=45* 
ClaveC 11. Ó 
Piden: x 
30 
A AM 
Del gráfico: 
x+0=30 A 2x+0= 180" 
x=20 2x+ X = 180" 
Por propiedad: 2 
a+0+70% =x (1) e=% 3X — 4802 
También: 2 2 
a+x+0= 150% 790 
a+0=150-=x  ..(2) AS ae 
Reemplazando (2) en (1): 
150? —x +70? =x 
220 =2x 
M0? 
Clave A 
Piden: x 
Del gráfico: 
4x+2x+3x=180" A  20=3x 
9x = 180" 20 =60* 
x=20* ¿.0:=:30* 
Clave C 


Por ángulo exterior: 
(180? — x) + (180? — x) = 150% 
360” — 2x = 150* 
2x=210" 
2 = 109 


Por suma de ángulos interiores: 
20” + a + 40” + 3a + Ma = 180? 


15a =120% 
a=8" 
Luego: 
x= 180" — 4a. 
x= 180? — 4(8*) 
. x= 148" 


Por suma de ángulos interiores: 
2a. + 20. + 80? = 180% 


4a =100* 
a =25" 
Por propiedad: 


x=80+a+a 
x =80" + 2a = 80" + 2(259) 
x=80" + 50% 

x= 130% 


Por suma de ángulos interiores: 
0 +0 +120* = 180% 
20 =60* 
0 =30* 


Luego: 
20 +x +20 = 180? 
x +40 = 180” 
x + 4(309) = 180 
“Xx =600 


Dato: 
a+b=40" 
Del gráfico: 
0=2PB+b 
0=2a+a 


20=20+2P+a+b (1) 


Por propiedad: 
0=a0+PB+x 
20 = 20. +28 +2x 
De (1) y (11): 
2x=a+b 
2x=40" 
“. Xx=20* 


Clave E 


0) 


Clave B 


CD Resolución de problemas 
18. 


a+2 


a+3 
Por teorema de la existencia: 
(a + 3) — (a + 2) <8 < (a + 3) + (a +2) 
1<8<2a+5 
3 <2a 
1.5<a 
... a =2 (menor valor entero) 


Clave C 


Clave C 


23. 


19. B 


A 
> e 


Dato: 
a+b=15 (1) 
De la figura: 


Clave E h<a 


h< 2+b 2) 24. 


(1) en (2): 
h<7,5 
...h =7 (máximo valor entero) 


Clave B 


20. 


Dz 


Clave E E 


GEOMETRÍA - 


115 21. 


22. 


Dato: 
2mN + mZ4MEP = 117 


> 2x+y= 1177 ...(1) 
Por propiedad: 

y=90"- > 

=> x+2y = 180? ...(2) 


Resolviendo (1) y (2): x = 18? 
Clave B 


Enel AABD: 
Xx +36” + 88” = 180? 
=>x=56" 


a Clave A 


Nos piden: x 

En la figura [AAPHM y AAMPBGC son inscriptibles. 

En MBPC: a. = 10? 

Luego en el ANBQ: x + 80” + 2a = 180? 
=x=80* 


Clave B 


Nos piden: x = OG 
Como G es baricentro: 

= BG = 2(GO) 

BG =2x 

Como O es circuncentro: 

=BO=AO = 0C =3x 

-. 06 = — 

Clave C 


B 
D 


Nos piden: x 
Como | es incentro: 
mZAIC =90* + eS = 120" 
= 90? +x= 120* 


x= 30" 
Clave C 
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Nos piden: x 
Como AD y CQ son bisectrices interiores, P es 
incentro. 
Por propiedad: 
— 90 4 60% 
x=90* + > 
x= 120" 
Clave C 
Nos piden: O 
Q: ortocentro 
AM es altura 
Luego: 
50 =90* 
0 =18* 
Clave B 
Nivel 2 (página 23) Unidad 1 
CD Comunicación matemática 
27. 
28. 
29. 
CD Razonamiento y demostración 
Por suma de ángulos exteriores: 
Ax + 35% + 5x + 10% + 6x + 15” = 360? 
15x + 60% = 360? 
15x = 300? 
e =200 
Clave A 
31. B E 
o 60 
70* 5a Ta x 
A C D F 
En el AABC: 
70? + 30”= 50. 
100*= 5a. 
=>a=20* 
Enel AFED: 
x +60” =7a 
x= 7(20?) - 60* 
¿=:80* 
Clave C 
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yx = 80% +50" 
En el lMANC: 2 
50” +0 =90 => 0 =40" x=65* 
En el MERC: Clave E 
x=90* +0 
x=90* +40" 38. Piden: x 
2. x= 1300 
Clave D 
33. 
o 60* 
90” —- x= > 
x=60* 
Por propiedad: Clave B 
x=90% + £% 907 +30" 
x= 1200 
Clave C 
Por propiedad: 
de o OL: 
Bd = 900 + Por propiedad: 
5 =90 XHY+O _ ¿go 
EE 
Ao ó >X+y+0=80* 
ave Clave A 
35. y : 
alo CD Resolución de problemas 
á ú 40. Se presentan dos casos: 
L A 
Por propiedad: EN e 
a=90*- 2 90 — 10* =80* 
>a-80 AC 9 C 
Lo Por desigualdad triangular: 
A 20-20<AC<20+20 
x+a= 180 
x + 802 = 1802 0< 9<40 .. (Verdadero) 
2. x=100 Hipo 
Clave C 
IL B 
36. O 
9 9 
eS AC 20 Cc 
A ==, Por desigualdad triangular: 
omo. 90 9-9<AC<9+9 
aa, 0< 20<18 ..(Falso) 
a. = 1352 Entonces, el AABC no existe. 
Piden: Sí¿,, = 180? — 135" =45* Por lo tanto, el perímetro del triángulo es 49. 
Clave C Clave D 


42. 


43. 


44. 


16 


B 
Por desigualdad triangular: 
16-4<x<16+4 

12<x<20  ..(1) 
Por dato: a. > 90? 
Entonces 0 y w deben ser agudos. 
(0 < 90%) 
= a > 0, luego por correspondencia triangular: 
16>x ...(2) 
De (1) y (2): 12 <x< 16 
Por lo tanto, el mayor valor entero de x es 15. 


Clave B 
Piden: m4FEC =x 
Por dato: AB=BC 
=mZA=mZC=a 
Además: BE =BF 
mZBFE = m4BEF =x+ aL 
Enel AABE: 
a+32 =x+0+x 
320 =2X 
o A (Y 
Clave A 
B 
<Q 
7 
4 
A 
A Xx Ce 


Por dato: a. < 0 
Entonces por correspondencia triangular: 
T<x ¿s(1) 


Por desigualdad triangular: 
x<7T+4 
x<11 


..(2) 
De (1) y (2): 7<x< 11 
valores enteros de x: (8; 9; 10) 


En el IMORN: 
a +2a =90* 
3a =90* 
>0- 300 


Piden: 
mZMPN = 2a. = 2(309) = 60? 
“. mZMPN = 609 


Clave D 


45. E 


6 M 6 a 
2 2 5 
12 


Por dato: G es baricentro del ÓABC 
Por propiedad: AM = MC = BM 
Luego: 3x =6 

ENS E 


Clave B 


46. 


Por dato: G es baricentro del AABC 
=BG=2GM 
10=2GM=GM=5 


Por propiedad: BM = AM = MC = 15 
“. x=30 


Clave C 


47. 


En el lMAPO: 
40% + 90? =x 
x= 1300 
Clave D 


Nivel 3 (página 25) Unidad 1 
CD Comunicación matemática 


Por lo tanto, x puede tomar 3 valores enteros. 48. 
Clavec 49. 
50. 


Por dato: OM = MN 


CD Razonamiento y demostración 
51. 


54. 


Por dato: a + b = 240? 
En el AMNR, por propiedad: 
3a + 180” =a +b 
30. = (240) — 180? 
=0=20* 


En el AMPQ: 


a+x+x= 180% 
2x = 180” — a = 180” — 20? 
2x = 160" 
“x= 80" 


Clave C 


Do 


fe, 8 


A Cc 


En el AABC: 
da+a=40=Í=0-a 


En el AADC: 
a+x=0=x=0-a 


De (1) y (2): 


(1) 


(2) 


«x=42 
X= 


Clave C 


En ell BADM: 0 +0 =90* 
a =90* -0 


En el BABE: 0 + 0 =90* 
wm =90*-0 ...(2) 
De (1) y (2): a =0w 
Entonces el A MBE es isósceles: 
BM =BE 
-. BE=4 
Clave A 


En el lDAPC: 
a + 10% + 30? = 90 
>= a=50* 


En el lDAHB: 
aL + x= 902 
50% + x= 909 


¿ox=40* 
Clave B 
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55. 


Por propiedad: m4ABD = 20? 


Dato: AC =BC 
Luego: x + 20? =40* 

x=20" 

Clave E 
56. 

Del gráfico: 
x +20 +$ = 180" 
z+2P +0 =180% 
Entonces: 
Xx +Zz +30 +38 =360* (1) 
Luego: 


y + (180? — 301) + (180? — 38) = 180? 
y + 180” = 3a. +3P ...(11) 


Reemplazando (I!) en (1): 

x+y+z+180* = 360% 

“Xx +y+z= 180" 
Clave D 


CD Resolución de problemas 


57. 


A 
2a +20? =60* 
a =20* 
P -30* =60* 
p =90* 
2 +10" =60" 
0 +20” = 120? 
0 =100* 
Piden: a. + PB +0 =210* 
Clave B 


18 l Intelectum 4.? 


PB//Al => mZPBA=0. 


AAPBP es isósceles = PA =C 
BQ//1C => mACBQ =0 
ACBQ es isósceles => CQ =a 
Luego: 

PQ=a+b+c 

Dato: 

a+b+c=16 

-. PQ=16 


Clave B 


BN es altura y bisectriz 
= AMABM es isósceles 


Clave C 


Nos piden: x 
Como O es ortocentro del APBQ 
= PM y QN son alturas. 


Luego, se tiene que como O es circuncentro del 
AABC,BM=MC. 

ABPC es isósceles, m4BPM = 10% 
=mZPBQ =80* 


Del ANBQ: 
x + 80? =90* 
=>x=10* 


Clave D 


l: incentro 
H: ortocentro 


Nos piden: x 
Como |l es incentro: x = a 
Se observa que m4AHD = 90* — a 
=m2ZHAD = a 
mZBAI = 2a 
Luego del DMADB: 
5a =90* 
a =18* 
Clave E 


Nos piden: x 
A ABC i¡sósceles. 
O: circuncentro del AAFC 
Del gráfico: 
ACOPB inscriptible. 
Luego: 2x = 36? 

x= 18" 

Clave B 


Nos piden: x + y 
Por propiedad sabemos que: 
mZHCA=mZBCO = y 


¿om= 8H - 6n _ 
Luego: OM = SS =3n 


Del lx OMC tenemos: 
y +x=37" 
Clave B 


TRIÁNGULOS RECTÁNGULOS NOTABLES 


APLICAMOS LO APRENDIDO 


(página 27) Unidad 1 
1. 


B 


dn 6/2=k42 
A n D 


Cc 2k M k A 


Se traza: BM 1 AC 
Del MAMB notable de 45”: 
AB=64/2 
k/2 =6/2 >K=6 
=BM=6nAAM=6 
Del MBMC notable de 53/2: 
CM = 2BM = CM = 12 


Piden: 
AC =AM + MC =6 + 12 
-. AC=18 
Clave A 
4D 
a 20k 
A [] PD 
H9k=9 Y x=16k | 
Del gráfico: 9k =9 > k = 1 
Como: 
x= 16k = 16(1) 
2 =16 
Clave B 


Prolongamos AC y trazamos la altura DE. 
Se observa: 
DE =BC =44/3 


Del IMAED notable de 30? y 600: 
AD =2DE =2(44/3) 
.AD=843 
Clave C 


Cc O 
Del gráfico: 
mZHBA=30% 
Trazamos HD 1 AB. 
Del IMADH, notable de 37? y 53>: 
HD=12 A AD=16 
Del IMHDB notable de 30? y 60*: 
HD=12 A BD=1243 


Piden: 
BH = 2HD = 24 
Clave C 


8 E Cc 
Del IMADP notable de 8* y 72*: 


5/2k=5/2 =>k=1 
>DP=k=1 


Del PEC notable de 30? y 60”: 
2a=64/3 =a=34/3 

EC =aV3 =(3/3)4/3 =9 
Piden: 


BC =BE+EC 
BC =DP + EC 


.. BC=1+9=10 


Clave C 


Por dato: el AABC es equilátero 
Además: AR = 2RC 
Luego: 


a/3 =2/3 =a=2 

Piden el perímetro del AABC (2p): 
2p = 3(AC) = 3(3a) 

-. 2p=9a=18 


Sea BC = 2a 
Por dato: AE = 2BC = 4a 


Del ÍMBDC de 30* y 60”: 
BD = E >BD=a 


Del IABDE notable de 45: 
DE=BD=a 


Como: 
AE =AD + DE 
4a=AD+a=AD= 3a 


Luego, el MADB es notable de 37/2. 
x= 2L =185" 


2 
Clave C 


En el triángulo ABC: 
2a+a=90 
3a =90* =a=30" 


Del IMABP notable de 30* y 60”: 
2k=6=k=3 


Piden: 
AB=k43 =(3) 4/3 
- AB=34/3 


Clave D 


42 =kV2 
Trazamos la altura DM. 


Del IMDMC notable de 4/2 =k4/2:: 
k/2 =4/2 =>k=4 


Del IMAMD notable de 30? y 600: 
AD=2k=8 


Del IMABD de 15 y 75*, por propiedad: 


D 


Clave D 


Trazamos la altura BH. 
Sea: AC =2k 
Entonces: 
a/3 +a(2+ 4/3) =2k 
a/3 +2a+a4/3 =2k 
2a(/3 +1) =2k 
>a(/3 +1)=k 


Además: 
AM=k=a(/3 +1) 
a/3 +n=a/3 +a 
=n=a 
Entonces en el MBHM: 0 =450 
En el triángulo BMC: 
a +15 =0 
a + 15 =45* 
a =30* 
Clave C 
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11. Trazamos las alturas CM y CN en los triángulos 
BCA y ACD respectivamente, como BC = CA, 
CM es mediatriz de AB. 


PRACTIQUEMOS 
Nivel 1 (página 29) Unidad 1 


CD Comunicación matemática 


Luego: AM =MB =a 
=AB = 2a 


= CD =2a 


También MA = CN pues AM // CN y MC //AN el 
triángulo CND es notable pues 
CD=2a, CN=a yND= a/3 

= es un triángulo notable de 30% y 60% 

X= 300 


Clave D 


12. El triángulo MBC es notable de 37” y 53? 


> MC = 5K; MB = 3K; BC = 4K 


como AB =BC=MA=AB — BM 
MA =K 
El triángulo MAN es notable de 8? y 82? 
=> MA=KyAN =7K 
DN =AN — AD = DN = 3K 


Como CD =4K y DN =3K, entonces CN =5K | 5- 


. A /MCN es isósceles, luego como BC//AN 
= se cumple 379 +8%=x =x=45" 


Clave C 


13. Prolongamos BM hasta N de tal modo que BN es 
perpendicular a NC. 


Luego:m4 FAM = a 

m4 FMA=PB 
El ÍMAFM = ÍxMNC ya que tiene dos ángulos 
iguales y un lado congruente (caso LAL) pues 
AM=MC  = NC=AF=a; 
Luego el ÍXBNC es notable pues BC = 2a y 
NC =a 
x= 30* 


Clave D 


14. ENIDMAED es notable de 37” y 539 => DA=5. 


Se traza la altura CH, luego el lx CHB es notable 
de 30” y 60% 


. CH=x/2, pero CH=DA=5= x= 10 
Clave D 


20 l Intelectum 4.? 


1. 
2. 


CD Razonamiento y demostración 
Dato. AB=CD 3. 


80m 


Sea la longitud de la escalera: x 
Por el teorema de Pitágoras: 

e =60% + 80? 

x= 10.000 


. x=100 m 


Clave B 


El DMABC es notable de 45”, entonces: AB =30. 
Del ?ÓAMN notable de 45”: MN = 15. 
015 

Clave A 


x 
Por el teorema de Pitágoras: 
(13) =(a/2) + 


3a? =2a? + x? 


Clave A 


En el DBABC: 20. + 37% =90* 
53% 
2 
Entonces en el MABM: AB = 2MB 
Del gráfico: 5k =20 = k = 4 
Además: Xx + e = 4k 
_5k _5(4) 
SOS AE 
.x=10 


>a= 


Clave C 


A k=613 B e 


Del gráfico: k = 6/3 
Piden: 

CD =2k4/3 =2(64/3)/3 =36 
.. CD=36 


Clave E 


Por el teorema de Pitágoras: BH = 3a 
El ÍMBHC es notable de 37? y 53*. 


=> a=37" 
B 
En el AHB: 3k = 3 
k >k=1 
Luego: 
x =5k =5(1) 
o E 
Clave B 
9. An 
4k 
k(V6 — Y2) = x 
O $ m=C 
k(V6 + 12) 


Por dato: AC =8(/6 +42) 
4k=8 (/6 +42) 
>k=2 (48 +47) 

Luego: 

x=k(/6-4/2) 

x=2(/6 +4/2)(/6 - 4/2) 

x=2(6 — 2) = 2(4) 

-.x=8 

Clave C 


12m Xx 


Del PMABC, obtenemos la relación entre los 
catetos: 


5a 


B 3a Cc 


Entonces para el Ex MNR los catetos deben estar : 15. 
en la misma relación. 


-.15=51=  a=0,3 


137 

ra 
3k; 

: 

1 

Y 
k k 3k 


Luego: Á 
x= 3a = 3(0,3) = 0,9 


x=09m( 2) = 90 cm 


Por dato: 3AD = 2DC 


1m =AD=2k ADC =3k 
x= 90 cm Trazamos BH 1 AD: 
Clave A En el lx BHD notable de 37-/2: 
=> BH=3k 
CD Resolución de problemas En el lx BHC: 
-k_3 
tan(x) = A 
SIT 
Clave C 
Nivel 2 (página 16) Unidad 1 
Por dato: CD Comunicación matemática 
2m+2n=16 16. 
m+n=8 
17. 
Por propiedad: 18 
AH =HP ? 
AH=m+n 
-AH=8 CD Razonamiento y demostración 
Clave D 19. Piden: AC 
A 
Ella. AHB, resulta notable de 45”: En el ESABC se cumple: 
*. mZ4BAC = 45" 
Clave E 
Por ángulo exterior: 
30% + a =45* 
o =15* 
Clave D 
B 
o 
k 
En el lx NPM (notable de 30” y 60?) =k= 32 
NP=4/3 A NM=8 AG 
Por el teorema de los puntos medios: 
- NM 
BC= > 
=>BC=4 m6 
En el IM ABC (notable de 45”) Ñ 
AC=44/2 
Clave E 


>a=24 


H 48=2a C 
-. HM=x= 24 
Clave D 
21. Piden: a 


Datos: BD =1 y DC =2 
8 


Trazamos DH que por propiedad de bisectriz: 
DH=1 


. SIDC=2yHD=1= mZDCH =30 


En el triángulo: 


Clave A 


C > k=4/3 


H 
3 — 


En el triángulo: 


B 
/ 
AS VEZ AH=43x/3=3 
. AC=AH+HC=3+ /3 
A lJ] 
A H 
Clave C 
23. Piden: BC 
Dato: AB= /2 
A 2/2 e 
Trazamos la altura BH. 
En el triángulo: 
“¿BC =1 
Clave C 
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24. Piden: CD 
Datos: AB=8yBD=BC=5 
B 


Trazamos BH (altura). 
Del gráfico: 
DC=3+3=6m 


Clave C 


CD Resolución de problemas 


25. 


Prolongamos AD y BC. 

BD es altura y bisectriz, entonces: 
BA=BE 

Por dato: AB =BC + CD 
>AB=a+x A CE=x 

En el ACDE equilátero: 

x=4 


Clave B 


En el AABC isósceles: 
AC=BC= 3a 

Trazamos BH 1 AC 

En el lx CHB notable de 37* y 53*: 


Del gráfico: 
DH = CH - DC 


=DH=% -a= E 


5 


En ells DHB: 
12a 


tan(x) = 77 = =3 


5 
ta 
5 
> x=71,5"= 1432 


Clave B 


22 [ Intelectum 4.2 


Trazamos EH = BC: 
=BH=HC 


Además: 
DMABC =IÍx CHE (caso ALA) 
>HE=2n 
En el MERC: 
n 1 


tan(x) = a 


X= 0912 
Clave A 


Nivel 3 (página 31) Unidad 1 
CD Comunicación matemática 
28. 
29. Aplicamos el teorema de Pitágoras en el triángulo O 
+1 =(x 1) +? 
> (x+1)?-(x-1)?=x 
(2x)(2) =x? 
EZ 


Vemos que al reemplazar en los triángulos B y € 
resultan los triángulos pitagóricos de 5, 12, 13 y 
8, 15,17; entonces se confirma que x = 2 


Clave B 


30. 


CD Razonamiento y demostración 
31. Piden: AC 


4=5k > k=2 

x= (4k)? + (3k + 10)? 

xÉ =25k? + 60k + 100 

2_on (4 4 

x =25( 5) +60/).+ 100 
x= 164 =4 (41) 


2. x=2/41 
Clave B 


34. 


32. Piden: AD 


Por Pitágoras: 
xÉ =10? +10? 
xÉ =200 

x=10/2 m 


Clave E 


Del gráfico: 
a+ =45" 
mZEFG = 90* 


Por el teorema de la bisectriz: 
FB=BD =3 
FA=AC =2 
En el DbAFB: 
x=424+3* 
x= 4/13 
Clave E 


(a +b) = (a — by? + a? 
(a + b)? — (a — b)? = a? 
ab =a? 
4b=a 
Reemplazando en el lx ABC se deduce: 
x=37" 


Clave C 


Trazamos BH =AC 
En el lx AHB notable de 40? y 500: 
BH = 5k; AH = 6k; AB =k/61 
En el Íx BHC notable de 31? y 59": 
HC = 3k 
Por dato: AC = 36 

=> 6k + 3k = 36 

k=4 
“. AB=44/61 


Clave C 


CD Resolución de problemas 


Trazamos BH 1 AC 
El AAMH resulta isósceles: AH = HM 
EIDMAPB es notable de 45": 
x+ 15” = 45" 
SU = 305 


Clave C 


37. 


Por dato: el ANMS es equilátero 

Prolongamos SM y CB, entonces se forma el 
A AMB i¡sósceles. 

Del ÍMBFE: BE = 2b 

Del MAPE: AE = 2c 


Entonces: AB = 2c — 2b, luego trazamos 
MD 1 AB la cual la interseca en su punto medio. 


Piden la altura del triángulo equilátero: MH 
Del gráfico: 
MH=DC=(c-b)+2b+a=a+b+c 
.. MH=a+b+c 


Clave B 


38. Graficamos el AABC: 


Se traza MN paralelo a BC donde NE QF 
> QN=a¡NF=b A x=a+b, donde QF = x 
como MN // BC =m.ZMQN = 45? 


ÍXMNOQ es notable de 45 > QN =MN=a 


Luego Ex MNF = IM FHC; (caso ALA) 
> MN =MC=a y NF=FM=b = NH =2b 


Luego como MNHP es un rectángulo 
=MN=PM=a y NH=MP=2b 
Y como Ex BPM es notable de 45? 

= MP =BP =2b 


Luego.BP +P + MC =BC 
>2b+a+a=4 


Dato: BC =4 
2(a+b)=4 
2x+4>x=2 
Clave A 
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CONGRUENCIA DE TRIÁNGULOS 


APLICAMOS LO APRENDIDO 


(página 33) Unidad 1 
1. B 


m 
E 
1 a ] 
Trazamos MD 1 BC 
Por el teorema de la bisectriz: 
EM=MD=a 
Entonces el ÍxMDC es notable de 30? y 60”. 
. a=30* 


a ! 2a | 


Clave D 


1 
F 
Del gráfico: m4FBE =m4ECD 
Se observa que: 
ABEF = AECD (caso ALA) 
Luego: 
FE=ED 
x+4=6 
x= Z 


Clave A 


Trazamos AE tal que: m4EAD =mZDAC 
=> AE=AC A CD=DE 
Trazamos EF 1 AC 
Por teorema de los puntos medios: 
EF=2DG=>EF=8 
Del gráfico 
AABC = AAFE (caso ALA) 
> BC =EF 
.. BC=8 
Clave E 


Del gráfico: 5k = 10 = k =2 
Por el teorema de la mediana relativa a la 


hipotenusa: 
- AC - AC 
BN= 77 4k = > 
=> AC = 8k = 8(2) 
-. AC=16 


Clave D 


24 | Intelectum 4.2 


En el DMAPB: 2a, +0 = 902 
Trazamos BE 1 DC 

En el triángulo DBC, BE es mediatriz. 
> BD=BC=5 
Trazamos DF 1 AB 

Por el teorema de la bisectriz de un ángulo: 
DF=DH=3 

Entonces el IMDFB es notable de 37” y 53%: 
-. 0=37" 


Clave C 


Prolongamos AE hasta intersecar a BC. 
El ABDE resulta ser isósceles 
=BD=ED 
Del gráfico: 
AABD = /ACED (caso LLL) 

> mZADB = mCDE = 6a 


En el triángulo ADC: 

3a + 60 + 30 = 180% 
12a = 1800 
.. a=15 


Clave B 


Sabemos que: AE =AF =FC =CD 
BF (mediatriz de AC) 
En el AEAF isósceles: 
mZAEF = mZAFE = 65? 
Por ángulo exterior: 
40% + x=65" 

x=25" 

Clave C 


En el MABC: 

mZBAC = 40% = mZPAC = 40 
El A MAP es isósceles: 
mZAMP = 50? 


= 50% + x +45" = 180? 
x=85" 


Clave E 


Piden: m4BPC 


Por propiedad de bisectrices: 
mBEC =90* - $9 65" 
En el 1 IBE: 
BP = IP =PE 
En el A ICE: 
CP =IP =PE 
En el ABEC 
a+b=65 

> mZBPC = 2(a + b) 


130* 


2(65*) 
Clave E 


Completando ángulos tenemos que el AACD es 
isósceles (AC = CD) 
= AACB = ADCE (caso LLL) 
=BC=EC=a 
En el ABCE isósceles: 
mZBEC =50* 
Por ángulo exterior: 
40 + x =50" 
x=10* 
Clave A 


Trazamos la mediana BM. 
=AM = MB =MC 
=mZABM=a 


En el A BDM ¡sósceles: 
x=4m 


Clave D 


14. 


PRACTIQUEMOS 


CD Comunicación matemática 


Nivel 1 (página 35) Unidad 1 


11. B 


1. 
2. 
A DE > 
En el A ¡isósceles BAC trazamos AH 1 BC 3. ii 8 ds E 
= BH =HC . a Es 
Por el teorema de los puntos medios en el ABCD: - ED Razonamiento y demostración dd a e lana elas 
HE =4 a 4. Delos triángulos congruentes (caso ALA): hipotenusa: 
En el trapecio AHCD, PM es mediana: Y=8 AC j 12 
SE = -. 3x—18=38) -18=6 o 
> EP es mediatriz de HA 0 
“Xx=4m Clave E El A MBN, resulta isósceles. 
dl = BN =BM 
al propiedad: . BN=6 
16= a Clave B 
16 =2x=x=8 CD Resolución de problemas 
ClaveD 12. 
6. Por congruencia de triángulos: 
3a-20=a+4 
Por dato EF es mediatriz, entonces: ASS 
DF =FC Clave B 
mZEDC =mZECD =08 ro menda: Por dato, O es circuncentro del AABC: 
Por el teorema de los puntos medios en el elo 6 y X 9 : > 0B =0C =0A 
Xx GDC: pea pi mZ0AC =mZ0CA=0 +0 
GE=EC=x+a Rocas mZABO =mZ0AB = 50 -0 +a 
Además: De En el punto A: 
AB // DE (dato) > mBAD = mZEDC =0 CuveD NN : 
En el AGBlI isósceles: ds 
GB=IB=a 8. MN: e media a =40% 
Finalmente, en el AABC (isósceles): MN =->7=4 Clave C 
20+a=x+(x+a) , 
an x: base media 
x=10 A 
Clave C 22 
= ¿X=Z 
Prolongamos PQ hasta que se interseque con la Clave B 
prolongación del lado BA en el punto R; luego los 
triángulos rectángulos REP y TFP son notables - y, iS 
de 30* y 60 => SiEP=a=PR=2a ENDAHB =INCDB Por propiedad: 
FP=c=PT=2cC (caso ALA) BM =AM = MC 
En el segmento PR d+ i=47 El ABMC es isósceles > m24MBC = 26? 
dl Ñ a EN é=16 En el ABME (isósceles): 
RT=2(a -c) X=4 26” + 2x= 180" 
Clave C x=77* 
Clave D 
302 
R he 
Vemos que el AADT es equilátero = AO es 
mediatriz. 
.. RO=0T=RT =0T=a- cnuevamente en 0 z 
== lo ABC, t | 
el segmento PR: Trazamos PR LAC. sl Pd dl paGangulo AB, MZaIDOS le 
TQ =QT=QP= TQ =2c—b Por el teorema de la bisectriz: Luego: en el dx ABC: 
Por paralelismo: AS = OQ; pero OQ=0T+T0, AB=AR =AH + HR 4 ope 
reemplazando: OQ =a—c+2c —b 120=7+x pee 
=>00=AS=a+c-b e ol 
Finalmente: AASB = ABHC, (casoL LL) >AS=BM E ia 
Reemplazando: BM = PE + PF — PQ Clave C Clave A 
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15. Luego el AAHD es isósceles. CD Resolución de problemas 
=AH=HD=6 26. 
En el ABPC por el teorema de los puntos medios: 
- BC 
HD = > 
= BC = 2(HD) = 2(6) 
-. BC=12 
ENDMABC =IMCHD (caso ALA) 
Por el teorema de Pitágoras Clave C E 
BD? = 3? + 4? Trazamos RD 1 AC 
BD? = 25 En el IÁRBO: a, + 0 = 902 
- BD=5 Entonces: IMRBQ =ÍMPDR (caso ALA) 
>BQ=RD 
Clave B “x=4 
Clave B 
Nivel 2 (página 36) Unidad 1 
CD Comunicación matemática 27. 
16. Por dato: AC = BD 
17. En el ABCD isósceles, trazamos CH L BD 
18. =BH=HD=CK=a 
Además, AC = BD = 2a 
CD Razonamiento y demostración ] AC : 
19. En el Rh AKC: CK= > = mZCAK = 30 Por dato: EE 
x= 60* RH: mediatriz de BC = RB = RC 
RN: mediatriz de AE > AR = RE 
Clave C 
Luego: AABR = AECR (caso LLL) 
> MZ4ABR = mZECR =x 
Además: m4ABC = 80” (dato) 
CH 1 BD. x +30 + x =80" 
En el AABC: Trazando CH Ñ BD, ii 
+80" +0 =180* se observa que: e 
de A bx BDA =ACHB: . x=25 
>0+0=100 >HC=4 Clave B 
in ed 28 
x = 180" — (0. +0) =180* — 1002 Elba DHC es notable de 37? y 53”: . 
e =DC=5 
di 0=:80 
Clave C bid 
B 
abs 24. eun 
Y En el ÍÁMBHP, por el teorema de los puntos 
medios: HM =MP =n 
p 20" A > De Por dato: L es mediatriz de AC. 
A Dn R C ña = AM=MC 
| : : ABPA= ABCD (caso LAL) dia 
“. Xx=20" A 
Trazamos QR // PC, entonces por el teorema de Clave C Clave C 


los puntos medios AR = RC =5. 
Prolongamos PQ hasta D, entonces el AQDR | 25. 
resulta isósceles. 
En el APDC isósceles, se cumple: 
x+n=n+5 


29. 


2 =0 


Clave E 


Por dato: b — d =8 
Del gráfico se deduce que la m4PAC = 2a. Dato: 


Por el teorema de la bisectriz: AB =AH EOS sAB=al 
b-a=20 
Luego: Vemos que 
x+d=b ACPH = ADH (caso LLA) > PC =DA=x 
o =>x=b-=d=8 =>a+x=b-x 
Prolongamos BH y trazamos HD // BC. -x=8 %=b-a 
Entonces AH será mediatriz de BP. Clave D 2x=20>=x=10 Clave C 


26 | Intelectum 4.? 


Nivel 3 (página 37) Unidad 1 
CD Comunicación matemática 
30. 


V5a V5a 
31. Los triángulos ABC y AMC son isósceles: 
10-4=8 
5 | 16-4=12 


= reemplazando: +(8)=20 


32. Los triángulos ABC y AQM son isósceles: 
8+4=12 
7 18-3=5 


= Reemplazando tenemos: (12) = =4 


CD Razonamiento y demostración 
33. 


Prolongamos AB y CD intersecándose en E. 
En el AEAC, AD es mediatriz y altura 
=>ED=DC 

En el Ex EBC, por propiedad: 
ED=DC=BD 

.. BD=12 


Clave E 


34. 


Trazamos BF y CE, perpendiculares a AD. 
Luego: 


Dx AFB(30? y 60%) > BF = AB 


2 
s. BF=4 

Íx CEM = a BFM > CE =BF 

“. CE=4 

)x CED(45* y 45”): CD =(CE)/2 
“. CD=44/2 


Clave E 


Trazamos RQ teniendo en cuenta que QM es 
mediatriz de RC. 
= mZQRC =x A mZRQP = 2x 
RQ=0C=a 
Trazamos AR formándose el AARQ en el cual 
RP es mediatriz de AQ. 
=AR =RQ A mZRAP = 2x 
En el ABAR isósceles: 

3x =75" 

x=25" 


Clave D 


a+b 


Se observa lo siguiente: 

AABN = /ACAM (caso LAL) 

= mZ4BAN =mZMCA = a 
mZBNA=mZAMC =0 +8B 


En el AAMC: 

60” +0 +fB +a=180% 
0+B+a=1200 

En el AMAN: 

0+P+a +40 = 180% 


120% +40 = 180" 
0 =15 
Clave B 


Por dato: 
DC = 2BD = DC = 2a 


Construimos el AEAD isósceles (AE = AD) 
=EB=BD=a 

mZEAB = m4BAD =x 

Se observa que en el Éx EAC, AD es mediana 


relativa a la hipotenusa. 
=>ED=DC=AD = 2a 


En el dx ABD: 
BD= — 2ox=300 


Clave D 


CD Resolución de problemas 


Prologamos CD y CE intersecándose con 
la prolongación de AB en los puntos G y F, 
respectivamente. 


En el AGAC: GD = DC 
En el AFBC: FE=EC 
Por el teorema de los puntos medios en el AFGC: 
x=1 
Clave C 


Por dato: AB =PC =a 
Además, L, es mediatriz de BC. 


=RL=5 A AR=RC=BR 


Sea: RP =b 
>BR=RC=AR=a+b 
L, es mediatriz de AP 


AP=a+2b > AK=KP bis > KR 5 


Se observa lo siguiente: 
Éx EKR = ax CLR (caso ALA) 
=>ER=RC=a+b 
En el AERC isósceles: 
x+x=66* 
x=33* 
Clave D 


. Construimos el triángulo externo AED, de manera 


que sea congruente con el triángulo BDC: 
= AAED= ABDC 

“. ED=DC y 

Z DAE = 4DBC = 15 

ZADE = 4BCD = 50* 


Trazamos BE = por ángulo externo 
m4 BDA = 15” + 50* = 65” 
=mBDE = 115” = m4 BDC 
*. mZ4BDE = BDC (caso LAL) 
= m 4DBE =m 4EAD = 15” y AE = BD 
. AABE=ABD 
> m2ABE =m 4BAD =x 
Luego en el triángulo ABC: 
x+(x+ 15 + 15) + 50 = 180  x =50 


Clave B 
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41. Trazamos BO para formar el triángulo isósceles — 2. 


BCO, luego trazamos la bisectríz CO, que también 
es mediatríz del segmento BO, = BQ = 00. 


También trazamos la altura OH; vemos que 
OH =00, pués CO es bisectríz del 4QCH 


Luego trazamos la altura OP. 

Vemos también que OH = PO, pues AO es 
bisectríz de 4A. 

En el triángulo rectángulo OPB trazamos la mediana 
relativa a la hipotenusa PQ, que por definición mide 


la mitad de dicha hipotenusa > PQ = BQ = QO. 
Ahora notamos que el AOPQ es un triángulo 
equilátero y el triángulo PQB es isósceles y además: 
mZPBQ = 30? 


En el AABC: 

(3x+3x) + (30? +0) + (2x+2x+2x)=180" ...(1) 
Y enel ABQC: O + 2x = 90% ..(2) 
Reemplazando: 10x + 90? + 30? = 180% > x =6* 


Clave B 


MARATÓN MATEMÁTICA 
(página 39) Unidad 1 


1. 


De L;// La: 


x=0+y (1) 
De L, 11 La: 

p +30 =180 ... (11) 
De La 


a +3y=180% .. (II) 
Sumando (1) y (111): 

Pp +30 = 180% 

a + 3y = 180 

B + a +30 + 3y = 360" 

B +a +3(0 + y) = 360% ... (IV) 


De (IV) y (1): 
PB +a+3x=360 = a +f =360* — 3x 


De los datos: 

a+B<235 => 360% — 3x < 235" 
41,6 <x 

... El menor valor entero de x es 42”. 


Clave B 


28 l Intelectum 4.? 


Doa ó 
O 
; EN 
PAZA L, 
Por propiedad: 
x=0 +20 (1) 
La suma de ángulos en una recta es 180”: 
B +0 =90* o (1) 
Sumamos (I) y (1): 
x=0 +20 
B +0 =90* 
x+P =2a +90? 
=>x-9”=2a0—B ... (111) 


Reemplazando los datos en (111): 
x— 90” =2a — PB >35 
=> x-90* > 35" 
x> 125" 
... El menor valor entero de x es 126”. 


Clave A 


De la gráfica: 

OQ: bisectriz del 4BOC 

OP: bisectriz del DOE 
mZAOB =a ym4C0D =0 


Por dato: m4 BOE = mZAOB + m4COD 
=> mZBOE=a +0 1) 


La suma de los ángulos de una recta es 180”. 
= mZAOB + mBOE = 1809 
a +a+0= 180% 
2a +0 =180* (11) 


De (1) se deduce: 

mZBOE =0 +0 

m4 BOC + m4C0D + m4DOE = a +0 
mZBOC +0 +mDOE = a +0 
mZBOC + mZDOE = a 

Ñ mos + mapas dl - =D) 
Por dato: m4QOP = 66" 

m4 Q0C + m4C0D + m4DOP = 66? 

m4 Q0C + 6 + m4 DOP = 66” 

m4 Q0C + m4 DOP = 66” - 6 ...(1V) 


De (111) y (IV): 


De (11) y (V): 
2a+0= 180 a) 
23 +0=66* ) 


30 _ o 
a 114 


a =76* 


Clave C 


De la gráfica; OM y ON son bisectrices de los 
ángulos AOC y BOD respectivamente. 


De los datos: 

mZAOB + m4 COD = 90? 
0 +2a +0 +28 =90 
2a. +20 +28 =90* 
>0+0+p=45* 


Nos piden: 
x=0a+0+8 
x=0+0+fB=45* 
Clave C 


Por bisectriz interior y exterior: 


- 2 
mZ ALC = > 


= m2 ALP =m PLO= Y 


En el AALC por propiedad de ángulos internos: 


x=90* + E 0) 


De la gráfica: 
a +2B = 120? ... (11) 


Por dato a. < 79”, en (II): 
a<T9" 
a+2B<79 +28 


120% <89* +28 > 10,25" < E - (1) 
De (III) y (1): 
10,25" < E 


100,25" < a +90 


100,25” <x 
... El menor valor entero de x es 101”. 


Clave B 


Por propiedad de bisectriz interior y exterior: 


mZBME = 11 pós =2 (1 


mz ENC = MZEDC 
2 
=% 0% 0) 


Por propiedad de la suma de ángulos de una 
recta en el punto M: 


> + 20, =180 (11) 


De la gráfica: 
y +42 = q +30" ... (IV) 
x +0 +0 = 180% .. (V) 


De (11) y (1): 


Y pan o Y e o 
7 +20 180 ey 0 90 


De (VI) y (IV): 
a +0=90* + (a) 
a +0 =93 .. (VII) 


Luego, (VI!) en (V): 
x +93 = 180? 
x=87" 


Clave C 


Trazamos BH LAE = ABHD - ADEC 


En el AAHB, M es punto medio de AB. 
= AM=MB = MH =/ 


En el AABC, D es punto medio de BC. 
= MD//AC y m2MDA=m CAD 


De los triángulos isósceles AMH y MHD: 
mZ4MHA=mZHAM=0 y 
m4 MDH = m4DMH = a. 


Luego, del AMDH: 
_- o 
2a=0 “-% 
Clave A 
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(Unidad?) 


APLICAMOS LO APRENDIDO 
(página 42) Unidad 2 


1. Sean los ángulos del pentágono: 
aja +1oa+2r 0 +3r; a+ 4r 


Por dato: 
a +4r-a=120* 


4r=1200 = r=30" 


Luego: 
Sm =180%n —2); 
Para:n=5 
Sm.¡= 1803) = 540% 
5a + 10r = 540? 
5a + 10(30%) = 540? 
5a = 240" 
a =48" 
Clave C 


2. Sabemos: 


Noy=nw= (v+1)(v+2) 


2 


Del enunciado: 
(n — 3) =nín - 9) (n-9+1)n-9+2) 


2 


Luego: 


amor) =n2-9.-n+3 


n? — 15n + 56 = 2(n? — 10n + 3) 
n? — 15n + 56 = 2n? — 20n + 6 
50=n?- 5n 
10(10-5)=n(n-5) = n=10 


Piden: 
_ 360% _ 360 
di E 
. mZ4e=36" 


Clave D 


Del pentágono ABCDE: 


42 +0. +36 =m2i= e 
> a +78" =108* > a, =30* 
Del gráfico: 


ÍMEGA = IMEHF(caso L LA) 
mZGEA = m4HEF = 36? 
=y=36" 
Como: B + y =60* 
PB +36 =60* > f =24* 


30 | Intelectum 4.2 


POLÍGONOS 


Piden: m4AEF =0 
>0=36" + =36* + 24? 
-. 0 =60* 


Clave E 


Sea n el número de lados del polígono. 
Por dato: (2p) = Np 
_ n(n—3) 
cis a 
n=15 


Piden: m4e = EE =24* 
Clave C 


Polígono 1 
n.? de lados: n 


Polígono 2 
n.? de lados: x 


Por dato: 


n(n-3)  x(x-3) -19 
E 
n(n— 3) — x(x-3)=38  ..(1) 


Además: 


En (1): 
Gk(6k — 3) — 5k(5k — 3) = 38 
11k? — 3k - 38=0 
11k 19 
k -2=>k=2 
Piden: 6k — 5k =k =2 
Clave D 


Dato: 
min = m4iy 4 =12 


180(N—2) 180—(N-3) 


N N=r 
15(N—2) _ 15(N-3) _, 
N N=T 7 


15(N — 2)(N — 1) — 15N(N — 3) = N(N -1) 
15(N2 — 3N +2) — 15N? + 45N =N?—N 
15N? — 45N + 30 — 15N? + 45N =N?—N 


0=N?-N-30 


N -6 
Md 5 =>N=6 


Clave D 


10. 


Sm. ¡= 18032 — 2) 
2a + 2p > Sm.130 = 5400? 
2(a + B) + 5212? = 5400? 
2(a +) = 188? 
a +p=94 
En el AABO: 
a+p+x= 1802 
—— 
94” + x= 180” 
x=86" 


Clave D 


Piden: CD = x; DE = y 


Del triángulo equilátero RPQ: 
6+2+9=9+1+y 

=y=7 
También: 
6+x+y=9+1+y 

6+x=10 
.x=4 
Clave B 


Como el polígono es regular, entonces los 
triángulos ABC y CDE son isósceles: 


En el triángulo ABC: 
a +164* + 20 +0 =180 => 2a=4* 


má=164 +24) P20-2 
-. 172n =180n-360 
= n= 45 lados 
Clave D 


Tenemos los n ángulos de dicho polígono: 
dia q 1) 


, 06, 0—3, a, +3, 0 +6,..., 
eds 90 1) 
Sumamos los n ángulos: S,-¡ = 180*(n—2) 
a +3 =1),...+0a+6+29-3+0+0+3+0 
+6+..+0+2(n-1) = 180%(n-2) 


2 
n(a.)=180%(n — 2) (1) 
Pero el menor mide: a -Hn =1) =135* 


0. =135*+3(n-1) 


11. 


12. 


Reemplazamos en (1): 
n(135* + ss 1) = 180—(n-2) 


135n + 3n-3n = 180n — 360 


2 2 
A 
360 + N dl 


720 + 3n? — 3n = 90n 
n2-34n + 240 =0 


n 16 
n > 
>= (n-16)n-15) =0 
n=(16; 15) 


Cumplen con la condición el pentadecágono y el 
hexadecágono. 


Simplificando: 


Clave E 


Sea n el número de lados del polígono regular, 
trazamos las prolongaciones de ZA y ED 
formando el triángulo ZEO. 


Trazamos las prolongaciones de BC y AB que 
intersectan a OE en M y N respectivamente: 

2x + y = 1807 Q 

y = 180” — 2x 


Enel AAZO: 
0 +a +mZAZQ = 180 
Por dato: O + a. = 162” = mZAZQ = 18? 


En el AOZE: 18” + x =4y 
18” + x= 4(180* — 2x) 
x=78* 
mdi= ES 
2(78) = 
n 


- 180"(n—2) 
n 


15 


Clave E 


Vemos que al trazar las mediatrices OM y ON 
se forma en polígono convexo MBCDENO de 7 
lados, entonces: 


90 +0. +a + a + a +90 + 160? =Smi 
180? + 4a + 160” = 1807 — 2) 
45" + a +40* = 455) > a = 140? 


Sea n el número de lados del polígono regular: 


más 180” (n — 2) > 1402 180” (n — 2) 
n n 
14n = 18n — 36 
>=n=9 
D¡= 5 (n-3) 
Reemplazamos: Dy = 20 - 3) =D, =27 
Clave B 


13. Sea n el número de lados del primer polígono: 
Dan) — 15 =Dain-2) 
1 


n(5)- (6 +1)5+2)-15= (n-2)4- y (4+2)/4+1) 
5n — 3(7) — 15 =4n — 8 — 3(5) 
= n= 13 lados 
Clave D 
14. Planteamos Dip_10) = 3n +9 
(n— 10)n Sn 10)(n — 10 +2) =3n +9 
Simplificando: 
n2-9n-9=0 > (n-15)(n+6)=0 
n= (15; — 6) 
= El polígono posee 15 lados 
n.* ángulos rectos = Aman 
. 902 
n.* de ángulos rectos = 2(15 — 3) 
n.* ángulos rectos = 26 
Clave C 


PRACTIQUEMOS 
Nivel 1 (página 44) Unidad 2 
CD Comunicación matemática 


Smi=180*(n — 2) 
15x = 180"(6 — 2) 
15x = 720" 

x =48" 
Clave B 


Sm; =180%(n — 2) 

2x + 490" = 1806 — 2) 
2x + 490 =720* 
2x =230" 
x=1150 


Clave A 


Smo¡=180%(n — 2) 
40 + 640” = 1808 — 2) 
40 + 640” = 1080" 


40 = 440? 
8 = 110? 
Clave C 
7. 8x=360" 
x=45* 
Sm.¡= 180%(n — 2) 
8x = 360% =x = 45" 
Clave D 


8. Como el polígono es un pentágono regular 
CM sería la mediatriz de AE. 


19 mz ¡20 (0-2) 
n 


_180*(5-—2) 
O => 


mZi mZi= 1082 


El AADE es isósceles: 
> m4DAE = mZADE = 36" 


2. m4CDH=72* 


CM es mediariz de AE y bisectriz de 4BCD. 
.. m4BCH=mZHCD =54% = m4CHD=54? 


Luego: como m4BCH = mZCHD = 54? 
=> BC//AD 
AHB = 


HBC mZHBC = 2x 


3.2 El ABCM = ADCH (caso LAL) 
= mZ4CBH = m4CDH 
2x=72% =x=36" 


Clave D 
CD Resolución de problemas 
9. Sean los ángulos: a., B y O 
a +B +0 +500* =180*(7 — 2) 
a + +0 +500* = 900? 
a+p+0=400* 
Clave A 


10. Sea n número de lados del polígono convexo. 
Del enunciado: 
4(180* (n — 2)) = 180*(2n — 2) 
4n-8=2n-2 
2n=6 .n=3 


Clave B 


11. Sea n el número de lados del polígono. 
Del enunciado: 


180” (n —2) 
E A 
360? 1 
n-2=10 
n=12 
Luego: 
n(n-3)  12(12-3) 
ico EDS E 
12(9 
Np= 20 
Np = 54 


Clave B 
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12. ES 
hn 
/ SS 
e R Ni 
La 
Entonces: 
e, +60 +e5= 0 
m +83 + e, = 180" 
>, +€3+€/4+€5= 120" 
Luego: 
a +e,= 180" 
p +e3= 180? 
0 + e, = 180? 
y +e5= 180? 
Sumamos las expresiones: 
a +p+0 + y + (e, + 83 + €4+ €5)=720* 
a+p+0+vy+120* =720* 
.a+p+0+y=600* 
Clave E 
13. 1800 a 360 20. 
(180? — a) + (180? — 01) + (360% — 201) = 180% 
4a =540* 
a =135* 
Porm Zi: 
180” (n-—2) 1350 
n 
4n-8=3n 
n=8 
Simi = 180*(n — 2) 
Sm. ¡= 180*(6) = 1080? 
La cantidad de ángulos llanos será: 
o 1080* 
2 de L = = 
n.? de Z llanos 1807 6 
Clave B 
14, 260, 360,19 0072) — 24 
720* + 180%n — 360”= 210%n 
360* = 30%n 
n=12 
Entonces: 
e 12(12-3) _ 12(9) 
a 2 2.2 
. Np=54 
Clave C 


32 [ Intelectum 4.2 


15. Sea n el número de lados del polígono. 


Del enunciado: 
n(n-3) e 
2 +2n=6 


n? — 3n + 4n = 12 
n(n + 1) = 12 = 3(4) 


16. 


El APQR es equilátero 
2+64+4=2+9+x 
SEP =1 


Nivel 2 (página 45) Unidad 2 
CD Comunicación matemática 
17. Sea n número de lados del polígono. 


Del enunciado: 
3(180* (n — 2)) = 180(2n — 2) 
3In-6=2n-2 
n=4 


Por lo tanto, el polígono es un cuadrilátero. 


18. 


19. 
20. 


CD Razonamiento y demostración 


21. m4i= PaRsa =m24i= 135 
180% — x + 3(135%) + 180? =720% 
x=45" 
22. 


x +90? + 907 + 60” = 180*(4 — 2) 
x= 120* 

_ 180*(n—2) 

OT 


>=m2i 


23. 


2 om=9 


mZi= me2 = 30" (4) = 120? 
En el AABN: 
30? + 2x = 180* 
2x = 150% 
x=75" 
Clave D Clave C 
24 mas PL 0E=) - dep 
12 
F 
D 
El polígono HCDEFG es 
un hexágono: 
y > Sm =720* 
B a 


Clave C 3(150%) + 90% + 90? + 180% — x =720" 
450" + 180% + 180% — x =720" 
x=810% — 720? 
x= 900 


Clave A 


25. Piden: x 


Clave A 


El polígono MCD tiene 3 lados. 
= 20 +30? = 180*(3 — 2) 
=>0=75 a. (1) 
Además: 
x +0 +60" = 180% ...(2) 


Reemplazando (1) en (2): 
x +75” + 60” = 180% 
Clave A x + 135” = 180% = x =45* 


Clave B 


CD Resolución de problemas 
3.cC 4 D 
17 UA 


26. 


= 120" 


Hexágono equiángulo: m4i= 120? 
Igualando segmentos: 
= x 
y => ...(1) 
4/3 =yV3 + 313 
>4=y+ 5 ...(2) 


Sumamos (1) y (2) > 11 =10 + x 
1.=xX 


Clave E 


Clave C 


27. 180*(n — 2) - 360” = 360? 
180*(n — 2) =720* 
n=6 
Luego: ny =6+2=8 


Suma de diagonales de ambos polígonos: 
6(6-3) di 8(8-3) _ 


> > 29 


Clave E 


28. Dr - ná = 119 


n(n-3)  (n-2)180* 
2 180" 
n-3n-2n+4=119.2 

n? — 5n — (18)(13) =0 

n - 18 

o 13 
(n — 18)(n + 13) =0 

> n=18 

18(15) 


= 1192) 


Nos piden: Dy = =9(15) = 135 


Clave A 


2 


EnDMBTO=T0=4/3 
Ena TNO=TN= 0 =2/3 
Clave C 


mai= 1803 = 108" 


Por dato: 
GD=10 


Clave C 


31. Dr; - Dro = 11 


a o (a) 


2 2 
360* 
m 3_M_3k 
IN A PT (b) 
nm 


De (a) A (P): mZACE + 45” = 135” = mZACE = 90* 
7k — 3k -22=0 Entonces el triángulo ACE resulta rectángulo y 
Tk > 11 notable de 45”. 
k -2 0 = 45% 
(7k + 11)(k-2)=0=>k=2 ie 
ave 
En (8): n, =6 37. 
n; = 8 
ny +n,= 14 
Clave B 
Nivel 3 (página 47) Unidad 2 
CD Comunicación matemática En el AABC: Sh, 72 = 3602 
32. >a+p+m=360% sa(1) 
33. En el A DEF: Sm.ze = 3602 
>0+0+n=360* ..(2) 
34. 
Sumando (1) y (2): 
CD Razonamiento y demostración a+p+ a +n=720* ..(3) 
35. Piden: x 
En el ABNE: 
60” +m=+n=180* 
=m+n= 120? ...(4) 
Reemplazando (4) en (3): 
a+pB+0+0 +(120?) =720* 
.a+p+0+0=600* 
Clave D 


En el pentágono: 
_ 180%(n- 2) 38. 
_ n 

_ 180(5-2) 
¡die ES 


0 
= 108" 


En el cuadrilátero BCDQ: 
0 =45" + (45% + Xx) + x 
108” = 90? + 2x 


18" =2x En el A GPH: 
x= 50% +60" +0 =180" => 0 =70" 
Clave C 
En el ABPE: 
36. a +8 +0=180* 
a+B+70=180>a+p=110 (1) 
En el AABC: Sm. 70 = 3607 
=> X+y+0.=360* ...(2) 
En el ADEF: Size = 3607 
> Z+Ww+f =360* ...(3) 
Por dato, el octógono es regular. 
Pe i e Sumando (2) y (3): 
a e eL x+y+z+w>+0.+B=720" .. (4) 


Luego: AABC = A CDE (casoLAL) 
= AC = CE, además: 20 =45* 


Reemplazando (1) en (4): 
X+y+Z+Ww+ (110%) =720* 
Como: m4C =mZi SX+Hy+z+w=610" 


0 +mZACE +0 = 1357 Clave D 
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39. 


Trazamos las diagonales BD y BM; como el po- 
lígono es regular se sabe que AABH= ACDB 


= BH=BD=2a 
.. ABDN es isósceles. 
m ZBDN =m ¿BND 


De la figura: 2a = mi 
lio 180” (8 — 2) 


m Zi=135* = 2a 


En el triángulo isósceles BCD: 
2m 4CDB = 180" — 135? 
m 4 CDB = 45/2* 
Por ángulo externo del triángulo NDE sabemos 
que a + x= m.ZDNB + 307; pero a. = 135/29, 
reemplazando tendremos: 
m 4 DNB =x + 135/2? — 309 (1) 
m CDE = 2a. = 135? 
45/2* + m 4BDN + x= 135? 
=mBDN = 135” — x — 45/29 (11) 


Como ABDN es isósceles igualamos (1) en (11): 


135 o _ 4950 45. 
> 30% = 135 — x 77 


=>x=37* 30' 


E 


Clave C 


CD Resolución de problemas 


40. 


Por dato: el hexágono es equiángulo: 


360" o o 
6 60 120 


Además: PR =PH=6 


mi 


me 


Luego: ÁPRB = ÍxPHB (caso L LA) 
> mZHBP = mZPBR = 60* 


En el IXPRA, notable de 30* y 60%: 
k/3 =6=k=24/3 
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Del gráfico: mZi=20, 
120” =20. 
= 0, =60* 


Entonces el AAPF resulta equilátero: 


PF=PA=2k=2(2/3) 
o PE=44/3 


41. Sm.21= 3Sm.2e) 
180” (n — 2) = 3(360*) 
n-2=6 
n=8 


das IO) 
a =135* 


Clave E 


AC?= (6/2) +22 -2(6/2)(2)(c05 135") 


Siendo: cos135? = 


=AC=10 


call 
12 


42. 


0 es agudo = 8 < 90” (1) 
AS 180*(n 2) 

n 
En el polígono A ASRA: 
0 + 180” — a + 180” — a =0 
> 0 = 30, — 360* ...(3) 
Reemplazando (2) en (3): 
0=3. [Ue=21. qgp* 
Reemplazando este valor en (1): 

o [(M-2) cane 

s40 [121 300*<>0 

540*(n — 2) < 450%n 


6(n — 2) < 5n 
n<12 


Por lo tanto; el máximo número de lados del 


polígono es 11. 


43. Sea n número de lados del polígono: 


360% _ go 360 > y 
n m 


Clave B 


Clave B 


44. 


45. 


nn 3) _ 00) +7 
m(m — 3) — n(n — 3) =14 
m? — 3m — n? +3n=14 

(m — n)(m + n) — 3(m — n) = 14 
(m—n)](m+n-3)=14 


1 14 


m=n=1 
m=9An=8 
m+n=17 


360% _ go _ 
n 


360" _ 360% _ go 
n m 

360% _ 360" _ go 
8 9 
45” — 40" = 5”; sí cumple. 


El polígono original tiene 8 lados. 


Clave C 
Sea n el número de lados del polígono. 
Del enunciado: 
n(n3) _ 160 
2 n 
n? (n-3)= 160(2) = 8? (8-3) 
n* (n — 3) = 8%(8 — 3) 
A M8 
Clave E 
A dió 
o. (1 4) 
Tn - 1) 2 
Se cumple: 
n(n—3) E (n— 1)(n 4) 
2 2 
n?-— 3n -28=n? — 5n +4 
2n =32 
n=16 
Clave E 


APLICAMOS LO APRENDIDO 
(página 49) Unidad 2 


Trazamos AC, diagonal del rectángulo. 
=A0=0C A BO=0D 


En el AACE por el teorema de los puntos medios: 


Clave C 


Clave A 


Piden: 2P opars 


Del teorema de Varignon: 
20 opors =AC + BD 


2P oPars == 12 + 8 a 20 
Clave C 


BH =4x 
Pero: (5x)? =3? + 6? 
25xé = 45 


x= 515 o. BH= 1245 


CUADRILÁTEROS 


Prolongamos BC y trazamos DH // EF 

Además: (DH 1 EH) 8. 

En el gráfico: 

ÍMNBC = ÍACHD (caso A-L-A) 
NB=CH=aABC=DH=b 

Luego: AD = BH = 12 

=a+b=12 
En el trapecio DNBH: 


x=2+b_12 


Clave C 


Por dato: ABCD es un rombo: 

Trazamos la diagonal AC. 

=>ACIBD »A BG=GD=> 9. 
Por el teorema de la bisectriz: 


=DJ=X 
GD =DJ= > 


En el trapecio JDCE: 


Clave B 


Como ABCDE es un polígono regular: 


mai= LL6=2 - 109 
10 
Luego, se deduce que APDE es un rombo. 
=A0=0D A PO=0E 
GEOMETRÍA - 


En el trapecio HADN: 
y= 418748 >y= 2/5 od 


En el IMPFE por base media: 
x=2y=2/5+2 
..x=44/5 +4 

Clave D 


Propiedad de la mediana: 


mii BOEDO: y BOBS q 
2 2 

Luego: 

En el AMHN: 

RT es base media: 

eT= MN - 2-7 


2 2 


Luego, en el trapecio BCTR: 
_BC+RT_36+21 _ 57 
de 2 22.02 
PQ =28,5 
Clave E 


Prolongamos los lados AB y DC hasta que se 
intersecan en un punto E. Luego, m4EBC =40* 
y mZECB =70*. 


40” + 70? + m4BEC = 180? 
mZBEC=70* = ABEC es isósceles 

=> BE=BC=x; pero BC // AD: 

mZBAD = 40? y m4EDA=70* 


= AMAED es isósceles. 
... AE=AD, reemplazando: 


7+x=13=x=6 
Clave C 


. Como AB//DC = mBAD = m.BCD = 30"; 


pero el AAPD es un triángulo isósceles, por lo 
tanto: m4PAD = 70? = mZPAB + m4BAD 


SOLUCIONARIO UNIDAD 2 l 35 


11 


12. 


Reemplazando: 

70” =mZPAB +30 = mZPAB = 40” 

Luego siAB//DC y AD//BC = DC=AB=AP 

1.2 AAPD = APAB (caso L-A-L) = PB =AD 

2.7 APBD= AADB (caso L-L-L) > x = 30? 
Clave B 


. Trazamos la diagonal BD; en el xQOD: 


z+y=90" 

Trazamos OR que pasa por_el vértice C e 
interseca a la prolongación de BN en el punto R; 
como OR=BD = mC0Q = y, pero MQ // BR 
= m4BRC =y 


R 


El ARNC= AOQC (caso ALA) 
= RC=0C 


.. El ABOR es notable de e 

=> y=26%30' 
Pero sabemos del ACOD: que x + y = 45? 
=> x=1830' 


Clave A 


Trazamos PB, QB, QC y RC; los cuales son 
semidiagonales de los cuadrados. 
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13. 


14. 


Como ABCD es un paralelogramo vemos que: 
AB =DC 


= PB =RC y QB = QC pues son semidiagonales 
del mismo cuadrado. 


Luego: 4PBQ = 4QCR (pues O + q = 1807) 
El APBQ = ARCA (caso LAL): 
=> PQ=0R y m2PQB = mZRQC = ol 


En elIMBQC: a. + B=90% => mZPQR =90* 
+. ENÍMPOR es notable de 45% > x= 45? 
Clave D 


Ubicamos un punto | en FD de modo que 


Fl = BF = 12, luego trazamos IN y prolongamos 
dicho segmento hasta J (J € BC) 


Como N es punto medio de FC y FD // BC 
=> IN=N 
Luego AAFB = ANIF (caso LAL) 
=> ZAFB= ZFIJ .:. BF // Jl por lo que BJIF 
sería un paralelogramo, además MN // BJ // Fl 
pues es base media de BJIF 
-. BJ="Fl=MN 
=x=12 
Clave D 


Trazamos las diagonales BD y DF, luego 
ubicamos el centro del cuadrado DEFG y lo 
llamamos (Q) = FD n EG, para después trazar 
CQ; como m4BCD = m4EQD = 90? 


= el cuadrilátero BCQD es inscriptible con 
centro en el punto medio de BD 


+. Por propiedad: 
m4CBQ =mZQDC =x 
mZBDC = m4CQB = 45? 


Pero: Si m4CQB = 45” = mZCQF = 45” y 
mZFCQ = 90% 

.. CQ=CF=CE=a 

pero EF = ED = 2a (pues EFGD es cuadrado) 
= El EXCED es notable de 532 = a. =26*30' 


Luego mZ4FED = 45” y m4FDE = x +0, 


reemplazando: 
45 =x + 2630" = x= 18%30' 


Clave B 


PRACTIQUEMOS 
Nivel 1 (página 51) Unidad 2 


CD Comunicación matemática 
FEV 


2. 111,1, 1 
3. VI, IV, V, Vil, 11, 111, 1 


CD Razonamiento y demostración 


4. e 
Ó 


BZ 
TA A 
A D 
En el cuadrilátero ABCD: 
9x + 3x + 7x + 5x = 360% 
24x = 360 
x=15* 
Del gráfico, (9x) es el mayor ángulo interior, 
entonces 0 es el menor ángulo exterior. 
Luego: O + 9x = 180? 
0 +9(15*) = 180% 


.. 0=45 
Clave D 
5. A 8 B 
Por propiedad: 
_8-4_4 
N E 
x=2 
03D Clave E 
6. 
ALAS? XAp 
En el ABEC: 
a +0 +50* = 180? 
>0a+0=130 (11) 
En el cuadrilátero ABCD: 
85” + 20 + 20 + x= 360 
85” + 2(a. +0) +x=360% ..(2) 
Reemplazando (1) en (2): 
85” + 2(130%) + x = 360* 
345” + x= 360" 
x= 157 
Clave D 
7 B7 e 


AD Ap 


Por dato, ABCD es un trapecio isósceles: 
(BC // AD). 


Luego, por ángulos conjugados internos: 
(3x) + (5x + 20?) = 180 
8x = 160" 
2 20% 


Clave C 


Por dato: AMON es un paralelogramo 
> MN =0C =x AM MO//AC 
Como: MN // BC (dato), entonces el cuadrilátero 
MNCO resulta ser un paralelogramo. 
= MO =NC 
En el AABC, por el teorema de los puntos 
medios: 

- BC 
MN = > 
x= E >2x=10+x 
“. x=10 

Clave B 


Del gráfico: 

DMAEF = ÍMFGC 

Como al ángulo x le corresponde el lado a, 
entonces: 


x=70* 
Clave C 
CD Resolución de problemas 
10. 
Del gráfico: 
BE=4=AB=24/3 =x 
Clave B 
11. 
Del ACDE: 
2p =45" 
Clave C 


12. B 


[:) 
A A 
É D 
H—— a zz by 


Por dato: 
a+b=12 
-.AD=a+b=12 


Clave D 


13. 


SS D 
Del dato: ROPQ es paralelogramo: 
mZ0RQ = m40PQ = 60? 

En el AARO: 45? + x =60* 

x= 15 


Clave B 


14. Por propiedad de ángulos externos: 


P +0 +90? = 3602 
a. + $ =270 


Clave D 


Nivel 2 (página 52) Unidad 2 
CD Comunicación matemática 


15. 
IRE El 
pS 8 
IL 
w > a 
v. 
16. 1.(V) 
IL. (V) 
III. (E) 
Iv. (F) 


17. 1.(V) 
IL. (E) 
Ill. (V) 


CD Razonamiento y demostración 


Propiedad: suma de ángulos externos de un 


triángulo 
a + Pp + 130% = 360% 
a + =2300 
Clave B 
Del Ex DEC: 
p=60% A a=90* +30" 
a =120* 
Luego: 
a — B=120* — 60? =60* 
Clave C 
Por ser paralelogramo, se cumple: 
a =0=180* — 140? =40* 
-.0.+0=80* 
Clave B 


Del ABBA: a +0 + + 10% = 180% 
a+0+p=170* 


Clave E 


90” + 90” + 30% + x= 360* 


30% + x= 180” 
x= 150 
Clave A 
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CD Resolución de problemas 28. Pero: m24PMN =$ + mZ4BMN 
23. B 5 Em E Sin embargo; como: AMAP = AMBN 
y = mZAMP = m.ZBMN 
p A / = mZPMN = $ + mZAMP = 90 
Q = mZPMN = 90% 
«A 
A 15 D Asimismo : 
Dato: ABCD es un paralelogramo. Por propiedad: mZMNQ = mZNQP = mZQPM = 90* 
PQ: es mediana del trapecio AECD. x + (90? — a) = 90% +0 = AAMNPOQ es equiángulo. 
PQ= —Á >x=0+0 Finalmente: AMNPQ es equilátero y equiángulo. 
.. El AMNPQ es un cuadrado. 
“. PA=12,5 En el triángulo EBD: 
Clave B x=90"-a-0 CD Razonamiento y demostración 
x=90" — (a +0) 32. E 
24. 
x=90* — x 
2x =90* 
sn. Xx=45" 
: il Clave B 
Por propiedad: El AADE resulta ser isósceles: 
EN (8+a)-a Nivel 3 (página 53) Unidad 2 x=3+7 
Ñ 2 CD Comunicación matemática . x=10 
RS=4 29. Clave C 
Clave D 
30. |. (F) 
25. Il. (F) Del gráfico: 
IV x +75" + 60% = 180? 
0) x + 135" = 180? 
. Xx=45" 
31. Graficamos un paralelogramo y construimos 
cuatro cuadrados externos correspondientes a Cea 
GE cada lado. 
Del gráfico: 34. 
x + 105% + 45” = 180? 
x + 150* = 180? 
. X=30" 
Clave B 
26. Del cuadrilátero ABCD: 
2a. + 28 +20 +20 = 360% 
a+p+0+0= 180" 
Luego: 
x= 180” —w -0 
y = 180” - a —p 
N Luego: 
En el ÁPCB: x+y=360" — (a +8B+0+0) 
x +45" + 15” = 180% “Xx +y= 1800 
x +60? = 180? 
ZO? Clave E 
Clave E Como ABCD es un paralelogramo, entonces los 35. Dela figura: 
cuadrados de centros M y Q son congruentes, al 
27. igual que los cuadrados de centros P y N. Por lo 
tanto vemos que: 
MA=MB=0D=0C y NB =NC=PD =PA 
Luego, como: m4NBM = mZMAP = mZ4PDQ 
=mZQCN 
MH: base media = AMAP= APDQ= AQCN= ANBM (caso: LAL) Esad 
=D) — a mediana es: 
> BN =2(1) =2 = MN = MP = PQ = QN; (AMNPQ es 
EIIMANB notable de 45? 0 4+(4+14 
equilátero. AA) )2- 11m 
E) Del gráfico tenemos que: 2 NE 
2. x=242 maZAMP + $ =90* Clave B 
Clave D 
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36. B_4aaM 5a_C 38. Según el enunciado: 


Sea el lado del cuadrado: 10a 
Del gráfico: a. =53*/2 
Dato: 4(10a) = 8/2 
10a= 2/2 39. 
“. PD= 2/2 


Clave C 


Clave E 


CD Resolución de problemas 


37. PQ: mediana del trapecio AFED 


PQ= IS 


Clave D 


mZMBC = 150? = m4BMC = 15? 40. B O) 
2. X+ 15 +45” = 90% > x= 30" 


Clave C 


41. 


Por dato: ABCD es un trapecio. 
Del gráfico: 
5k=10=k=2 


Luego: AD = 3k +6 +4k =7k +6 
AD=7(2)+6 = AD=20 


Piden la longitud de la mediana del trapecio (m). 


BC+AD _ 6+20 _ 43 
2 2 


=m= 


Clave D 


Por dato, ABCD es un trapecio isósceles. 


Del gráfico se deduce que MNDH es un 
paralelogramo = MN = HD = 24 
En el ÉABHD por el teorema de Pitágoras: 
x2=7? +24? 
x= 625 
. x=25 
Clave C 


GEOMETRÍA - SOLUCIONARIO UNIDAD 2 l 39 


APLICAMOS LO APRENDIDO 
(página 55) Unidad 2 


En el gráfico: 
AE =0E= 5 


Del DMOED notable de — 


=31= 2 
ED =3r = > 


Además: 
ED=EF +4 


== 


> =EF+4=EF=05 


Piden: 
x=BC=AF =AE +EF 
E a 
o > +05=2 
Clave E 


Trazamos: OA=R 
Por propiedad: AH =BH = 3 
Además: OH =R — 1 
En el Mx. ARO por el teorema de Pitágoras: 
(OA)? = (AH)? + (OH)? 
R?=32+(R-1y? 
R?2=9+R2-2R+1 


¿ R=9 


Clave D 


Prolongamos AC y trazamos la altura BD. 
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CIRCUNFERENCIA 


Sabemos: 
mzZAOB = mAB =90* 
2a +28 =90* 
>0+p=45" 


Del ÍIMBDC notable de 45*: 
k/2 =6/2 >k=6 


Además: CD=BD =6 


En el lMAOB por el teorema de Pitágoras: 
(AB) = (AD? + (BD)? 
/2)?=8?+ 6? 
2x? = 100 => x? =50 


Clave D 


Trazamos AB. 
Por propiedad de cuadriláteros inscritos: 
0=2a A 0 +30 = 180? 
2a + 3a. = 180? 
5a = 180? 
a =36" 
Clave C 


El cuadrilátero ABCO es inscriptible. 
Trazamos una circunferencia por sus vértices. 
Como AO = 0C = m0AC =mZACO =x 
En el triángulo AOC: 
x+x-+90* = 180” = 2x = 90” 
2. Xx=45* 


Clave E 


P R R AQ es 
Por el teorema de Pitágoras: 

R?= 3% +1? 

R=40.  R=4T0 


Clave E 


Del gráfico: _ 
mET=20 » mITL=2B 
2a =20 2a =2P 
>0a=0 =a=p 


En el cuadrilátero EBLT: 
20 + a +28 = 360 
2(0) + a + 2(0.) = 360? 
5a. = 3609 
a=120 
Clave B 


Por propiedad sabemos que AE = EB y AE = EC 


Además EC = ED; entonces: AE = EB =EC =ED: 
Dato: AE =BD = AE=BD =EB 


“AEBD es un triángulo equilátero: 
mZEBD =m4BDE = 607; perom4DBC =20* 
mZEBC = m4EBD + m4DBC 


Reemplazando: 
mZEBC =60* + 20” = 80”; pero el AEBC es 
isósceles; pues EB = EC (AE = EB = EC = ED) 
En el AEBC: m4EBC =mZECB =80% 
= 80 +80 +x=180% .. x=20* 

Clave C 


Por propiedad: BC =TC =x y en la semicircun- 


ferencia de centro O: EO=0B=0T=R 


Además: OT 1 AC (T: punto de tangencia) 


En el DATO aplicamos el teorema de Pitágoras: 

(1+R)=R? +3? 

(R+1)?-R?=9 > (R+1+R)IR+1-R)=9 
2R+1=9 => R=4 


10. 


11. 


12. 


En el JMABC aplicamos el teorema de Pitágoras: 
(3+x)?=(1 +4+4)+x > (3+x)?=xé =9% 
(3 +x+x)(3 +x-— x) = 81 

3+2x=27 => x=12 

Clave C 


Llamamos R al punto de intersección de las 
rectas PL y la prolongación de QT. 


Luego, trazamos RM y RN perpendiculares a QP 
y a TL respectivamente, por propiedad sabemos 
que QR = PR y RT =RL= RM y RN son media- 
trices de los triángulos QRP y TRL. 

= mZ4QRM = mZMRP = a 

y mZTRN =mZNRL=8B 


Luego: 2a + 28 = 180 > a + PB = 90? 
= mZNRM = 90? 


Enel A HNRM: 
(180? — x) + 90? + mZ4NRM + 90% = 360% 


Reemplazando: 
360% — x + 90% =360% = x=90* 


Clave C 


Trazamos la cuerda BP y luego la ceviana PN 
(N € AB) de manera que: 


AN =EB =x, luego por propiedad: 
mzPEB = MB - moPAB=a. 


2 


Luego: APAN = APEB (caso LAL) 


=> NP=PB  /» APNB es isósceles entonces: 
MP es mediatriz de NB > NM = MB = b; pero: 
AM=a = AM=AN +NM 


Reemplazando: a=x+b =x=a-—b 
Clave E 


Aplicamos el teorema de Pitot en el [A AEFC: 
AE + FC =EF +AC; Reemplazando: 
AE+14=10+16 => AE=12 


13. 


14. 


Luego trazamos OS, como APOS es un 
cuadrado: => AP=0S=R 


Por propiedad de la circunferencia: EP = ET =a 
Luego: EA = EP + PA 
Pero: EA=12 = 12=a+R ««l) 


Luego aplicamos el teorema de Poncelet en el 
A EPO: 

EP + PO = EO + 2i; donde ¡ es el inradio 
Reemplazando: a + R =8 + 2i; pero de (1): 


a+R=12=8+2 => ¡=2 
Clave C 


Aplicamos tres veces el teorema de Poncelet: 
En el ABAE: AB +AE =BE + 2(3) 
En el ACDE:CD + ED =CE + 2(4) 
En el ABEC: BE + CE =BC + 2(r) 
AB+AE+CD+ED+BE+ CE =BE + CE +BC+6+8+2r 
(AB + CD) + (AE + ED) =BC + 14 +2r; 
Pero: BC =AD y AB = CD = 12 
> (12 +12) + AB = BC + 14 + 2r 
24=14+2r 
e =D 


Sumamos 


Clave B 


Graficamos el triángulo ABC y trazamos la 
mediana BM, por propiedad de la circunferencia: 


QM =MS =a, BP =BN =b 
SC=TC=n,AN=AR=m 
MP=MR=x+a y BQ=BT=b+x 


Sabemos que: BC — AB = 12; reemplazamos: 
(b +x+n) — (m +b) = 12 
=>x+n-m=12 (1) 

Luego, si BM es mediana: AM = MC 


reemplazando: 
M+X+A=A4+N=>N-M=X 
Luego en (1): 
x+(n-m)=12= 2x=12 ..x=6 
> 
Xx 
Clave C 


PRACTIQUEMOS 

Nivel 1 (página 57) Unidad 2 
CD Comunicación matemática 

1. 


CD Razonamiento y demostración 


AS 
29* _ 29-11? 
Y) AE 
x=9 
Clave E 
5. 
Xx +3x = 180" 
4x = 180? 
x=45" 
Clave A 
6. 
108* 
108% = 2x 
x= 54" 
Clave C 
7. Piden: x 
Por propiedad: 
A 84” =4x 
Sox=210 
4x Clave E 
8. Piden: x 
os 
q > 
108% 
Por propiedad: 
_ 108* — 38? 
E 
_ 702 
E 
x= 35 
Clave E 
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Por ángulo interior: 
mAB +20" _ ggo 


2 
mAB +20? = 100? 
iS MmAB =.80* 
Clave B 
CD Resolución de problemas 
10. 
Por ángulo exterior: 
_ (860% — 2x) —2x 
2 
2x = 360” — 4x 
6x = 360" 
Xx =600 
Clave E 
a+d 


Por el teorema de Poncelet: 

= AD+2r=(n+m) + (a +d) 
-= a+n=AF+2r; 

-= m+d=FD+2r, 


Sumando las tres expresiones y reduciendo 


tenemos: 
AD + 2r =AF + EFD + 2(1y + 12) 
dat 


AD 
2r =2(r, + ro) 
>r=6M+h 


Pordato:ry=2 A r,=3 
. r=24+3=5 
Clave A 


12. 


42 l Intelectum 4.2 


Piden: m4CDB = x 

Del gráfico: x =0 + a 

En el cuadrilátero ABDC: 

40” + 20 + 20. = 360 
2(0 + 01) = 320? 


CD Razonamiento y demostración 
18. Piden: x 


2(x) = 3200 Por propiedad (ángulo central): 
es 1609 ESTO 
Clave D id 
19. Piden: x 
ms Del gráfico: 
sx (y 60 +x= 180" 
Clave A 
Por dato: 20. Piden: x 
BC=6=>R+k=6 
OR (1) lO En el triángulo: 
e” 40* + 2x =90* 
En el MABC por el teorema de Pitágoras: e Es 2x =50* 
Por propiedad: AT =AN Clave E 
=>8+R=10+k ...(2) 
21. Piden: x 
Reemplazando (1) en (2): ly 2x 
8+R=10+(6-R) OS Por propiedad: 
2R=8 lA 80” + 2x = 180* 
.R=4 2x = 100? 
Clave E . Xx=50* 
Clave E 
22. 7 
(A úd Del gráfico: 
Ñ 0 Enel hxOTC: 
Ax +x= 907 
5x = 90 
¿. x=18* 
Clave B 
Por dato, las ErMcIcas eN cargos: CD) Resolución de problemas 
entonces la longitud de sus radios es la misma. 23 
Luego, los triángulos rectángulos O¿HO, y j 
0,NO), son notables de 30* y 60*. 
En el AO/PO): 
30% + 30% + x= 180 
60 + x= 180? El AOBC es equilátero 
x= 120 . x=30* 
Clave D 


Clave A 


Nivel 2 (página 58) Unidad 2 
CD Comunicación matemática 
15. 


16. 


17. 


Por dato: AB=5=R+n=5 


>=n=5-R co (1) 


Por el teorema de Pitágoras: AC = 13 
Por propiedad: CT = CM 
>12+R=13+n 
Reemplazando (1) en (2): 
12+R=13+(5-R) 
2R=6 
=R=3 
Por el teorema de Poncelet: 
AB +BC=AC +2r 
5+12=13 +2r 
4=2r 
>r=2 
Piden: R/r 


2) 


Clave D 


31. 


5 O 5 
En el ÉLOHQ por el teorema de Pitágoras: OH =3 
oH= AD - BC 


_ AD+BC 
$ 2 


Clave D 


32. 


En el MABC por el teorema de Poncelet: 


(b + m) + 2R =c + (a +n) (1) 
En el ÍXMNC por el teorema de Poncelet: 
n+2r=m-+MN ...(2) 
Sumando (1) y (2): 
b+2(R+r)=c+a+MN (3) 
Del gráfico se deduce: a = MN Ab =cC 
Reemplazando en (3): 

b +2(R + r) =b + MN + MN 

2(R + r) = 2(MN) 


=>R=+r=MN 
Por dato: MN = 12 
- R+r=12 


Clave A 


Nivel 3 (página 59) Unidad 2 


CD Comunicación matemática 
27. 


28. 
29. 


33. 


CD Razonamiento y demostración 
30. 


Del gráfico: 
mBA - mCD _7p2 n MBA - mCD _ ope 
Entonces: 
mBA + mCD = 140? 
mBA — mCD = 409 
2mBA = 140" + 40” > mAB = 902 
.. mCD = 509 
Clave B 


En el ESOHN por el teorema de Pitágoras: 
12+2=(20-n? 
144 + 12 =400 + 1? — 40r 
40r = 256 
.r=64 
Clave B 


Por ángulo exterior: 
Q6= 0 _ o 
aa 40 
a—0=80" A) 
Del gráfico: a. + 0 = 180” ... (11) 
De (1) y (11): 
20 =100* = 0 = 50* 
Luego: 
0 =2x 


50% =2x=x= 25" 
Clave B 


Como AB es un cuadrante sabemos por propie- 
dad que cualquier ángulo inscrito en dicho arco 
medirá 135”. 

. mZAPB= 135” 


34. 


Pero m4APB + mZDPB = 180” 
= mZDPB=45” y mZCPA=45* 
(opuestos por el vértice) 


Luego, como el 4ACP y el 4PDB son rectos, los 
triángulos ACP y PDB son isósceles. 


Se tiene que el KA ACPO es un trapezoide 
simétrico (AO = PO) y el KA PDBO es también un 
trapezoide simétrico (OP = 0B). 
= OC y ODsonbisectrices; m4A0C=m.4C0P=z 
y mZ4POD =mDOB = y 

Luego: 2z + 2y = 90? 
> Zz+y=45 
Pero: x=Z + y 2. X= 400 

Clave D 


Trazamos AC y CD formando los triángulos ABC 
y CDE, luego, por ángulo externo: 


Il. mZ4CAB + m4BCA=20L y 
Il. m4CED + m4DCE = 0% 


Ó 
Pero por propiedad de circunferencia: 
2mCAB = mBC 
2mZBCA=mAB 
2mCED =mÚCD 
2m2DCE =mDE 


PEN 


Pero AE es una semicircunferencia: 
-. mAE = 1802 
Sumando los arcos: 
mBC +mAB +mCD +mDE = 180" 
Reemplazando: 
2(m4CAB+mBCA+mCED+mDCE)= 180? 
2(20, + 0) =180% 
30, =90* 
00=3905 


Clave D 


CD Resolución de problemas 


35. 


A 


Piden: x 
Por dato: m4ABC = 3x 
>0a+0=3x 
En el cuadrilátero ABCD: 
2x + 2a. + 20 = 360" 
2x + 2(0. + 0) = 360? 


(1) 


(2) 


GEOMETRÍA - SOLUCIONARIO UNIDAD 2 l 43 


36. 


37. 


Reemplazando (1) en (2): 
2x + 2(3x) = 360% 
8x = 360" 
. Xx=45" 
Clave C 


Graficamos el A ABC (ABC es isósceles): 


Luego por propiedad de la circunferencia: 
BM = MA= 10 pero: BS = BE + ES 

> 10=6+ES > ES=4 
Nuevamente: ES =ET =4 


Luego, el ADBE es isósceles; pues: DE // AC 
=> BE=6=DE=ET+TD 
6=DT+4 = DT=2 y nuevamente: 


DT = MD =2 (m: punto medio de AB) 


Luego: AABC — ADBE (pues AC // DE) 


E 8 (08-0E) 


Clave D 


Trazamos la diagonal BD y prolongamos AC 
hasta O; pues como AB es un cuadrante 
mZACB = 135”. 


=m2ZBCO = 45” 
ACDO es notable de 45”: 

> OC=0D=a y CD= /2a 
Dato: CD = /2 (AC) 
AC =a; luego el AAOB es un triángulo rectángulo 
notable de 53”/2, pues AO = 2a y OB=a. 
Como mZCAB = 53”/2, por propiedad de la 
circunferencia mCB = 2mCAB, entonces: 
m2ZCB = 53" 


44 l Intelectum 4.2 


38. 


39. 


Luego: 

AQCOB es un trapezoide simétrico (OC = OB 
y CO =0B) 

Q0 es bisectriz m4CQB = 2x: pero 

mCB =mC0B = 53* 

= 2x =53" 
x= 53%/2 “X= 36*30' 


Clave C 


Sabemos que los centros de las circunferencias 
tangentes interiores son colineales. 


x=2r,+a 
2x=2(r, +1) +a+b (1) 


Teorema de Poncelet: 
2r+2x=2a+2b 

> a+b=r+x «. (11) 
Reemplazamos (11) en (1): 

2x =2(r, +19) + (1 +x) 

x=2(1y +1) +1 

So X=r+2(r, +19) 


Clave E 


Piden AB 
Dato: PB = 8 


Se sabe que MACPT es inscriptible 
> mZPAT = mZPCT = 30? 
Del dato PT=R, mPT =60* 
Por ángulo inscrito m4TBP = 30%, entonces 


AAPB es isósceles, AP = PB = 8, además, 
mZAPB = 120? 


En el AABP, se cumple: 
AB=84/3 


Clave C 


40. 


41. 


42. 


Piden P 


Por ángulo inscrito en la circunferencia: 
mZADB =mZACB = 60* 
Del dato, a. = 100, entonces, m4AEB = 80? 
Luego, en el AEBD (ángulo exterior) se cumple: 
p +60? =80* 
p=20* 
Clave A 


Nos piden m4TOA= x 
Los triángulos rectángulos ABO y OCD son de 
53/2. Como AB // CD, entonces m4AOD =53". 


Por teorema, DO es bisectriz del ángulo formado 
530 


por las tangentes, entonces, m4TDO = => 
Luego, en el ÉXOTD: x + 53? + a =90* 
x= 10,5? 
Clave D 


Si llamamos aLE=DM=b y ED=a 
Entonces por Pitágoras en el ALBD: 
(2b + a) =(b + a) + a? 

4b? + a? + 4ab =b?+ a? +2ab +2? 
3b?+2ab-—a?=0 


3b -a 
b a 
(3b — a)(b + a) =0 
a=3b 


= ALBD es notable de 37* y 53*: 
. mAB =mZALB = 53” 
Clave C 


PROPORCIONAL 


APLICAMOS LO APRENDIDO 


Por el Teorema de Tales: 


IDAD 


Por el teorema de Menelao: 


(página 62) Unidad 2 a 
A y 47x a 5) =2(82) x=5 
. > = o == 
6x = 36 H=0 lav 
5 6 Clave B 
8. Por dato: 
5. B B 
Ex —— m — y 1 
2n 4 
Por el teorema de la bisectriz: da M A 
a 
3-2 m=X (1) “+ a Sk 
4 
Asbom-2 (2) AA . Ya, A E 5 5 C 
Igualando (1) y (2): Por propiedad de la bisectriz interior: AE Eo EN 0).AD 
xX-Y  .x-10 E (1) 2. (4) .5n=2n. (3k) .x 
5 6 y 9 Clave A %a 12 40 =6x 
A (2) e 20 
k Xx x= 
2 3 
Multiplicando (1) y (2): Clave C 
ky/28Y_/(x+31/12 _4X+3) 9, 
MAA - + 
6x =4x + 12 
2x=12 
Por el teorema de Thales: “.x=86 A E 
x-6 o psi A ts 
3 y x+4  y+9 Por el teorema de la bisectriz interior: 
xy=18 A xy+9x=8x+24 6. e = 2-5 (1) 
(18) + 3x =24 
3x=6 Por el teorema de la bisectriz exterior: 
“o Xx=2 AB_AE_17+x (2) 
Clave A BC” CE 12 di 
3 De (1) y (2): 
E > 60=(17 +x)x 
Como G es baricentro: BG = 2GM y 
3(20) = (17 + x)x 
Como mzBGl = m2BMN = o. 3(17 + 3) =(17 + x)x 
Entonces: Gl // MN 
BG _Bl_26M_Bl 
pa EE GM IN * GM IN Por comparación: x = 3 
Trazamos MD paralela a AB. Bl = 2IN 
=mZDMC =0 me | Clave C 
El ABMD es isósceles > MD =BM= x Luego, por el teorema del incentro: 0 ds 
GS 10% 2IN j a 
Como AB // MD: a ss en - Datos: DE // CQ 
Por el teorema de los puntos medios: dl 
AB a 
MD a LS 
16 x=7 
x= >x=8 
2 Clave E Clave B 
7 En el triángulo ABC (teorema de la bisectriz interior) 
4. j AD = 3k y DC = 4k 
Luego, como DE // CQ aplicamos el teorema de 
Thales: 
AL = -- >x=15 
Am e e que i Clave B 
Por dato: AB // EF 
Trazamos BC y AD. CF CE NF NE 1) TM 
Por ángulos en la circunferencia: FB EA di FD EA E pe 
mTC _ 2a mTD _ 2a í 
= MT 0. p=M 2-0 _CE 7 _NC+m 
9 2 ¡ir E l=Ex A ! 24 
>0=a >pP=a 4 
o > EA=CE NC= “m1 
+: Entonces: BC // AD. 3 l 
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Aplicamos el teorema de Thales: 
2_a_2+x 


x b 2 
2_2+x 
Xx 


1+48=x+2x +1 2. 


7 =(x+1) 


T=x+1 


Clave E 


12. Del enunciado: 


A, 
AS 


D C 


F: incentro del A ABC. 
=> FC: bisectriz interior 


Por teorema de la bisectriz interior: 
EC_AC_AC_4 


EF CAF? 973 


“. AC=12 4. 


Clave A 


13. Del enunciado: 


En la figura: 
BD=4 y CQ=6 


Por teorema de Ceva: 
(CP)(BD)/(AQ) = (BP) (CQ)(AD) 
(8 — BP)(4)(4) = (BP)(6)(2) 


32 — 4(BP) = 3(BP) ba 


- Bp= 32 
“BP=5 u 


Clave B 


14. Por el teorema de Thales: 
EC_DC 7 x-4_x-3 
BE AD x-2 6 

6(x — 4) = (x — 2)(x — 3) 
6x — 24 =x? —5x +6 
0=x2 — 11x +30 
0 = (x — 5)(x — 6) 
>Xx=5)x=6 
“Xx +X9= 11 


Clave D 


46 | Intelectum 4.? 


7. 


PRACTIQUEMOS 

Nivel 1 (página 64) Unidad 2 
CD Comunicación matemática 

24 . 


CD Razonamiento y demostración 
2. 0=0 3. 


PQ//AC 
Datos: PB =2 
PA=3 
QC=5 
Aplicando corolario: 
2-X>x=4 
a 3 
Clave D 
B 
P> 
AS 
A C 
H x + 4 1 
Por el teorema de la bisectriz interior: 
6_X 3_X _ 
8747774 ES 
Clave B 
Ta_x 
2a 6 
x=21 
“.x-1=20 
Clave A 
Del gráfico: 
2x1 
3 4 
a 
3 =x-1 
-2 , 
x= 3 +1 > x= 3 
Clave A 
Del gráfico: 
x+1_9 
x-1 6 
x+1_3 
17 2x+2=3x-3 
.Xx=5 
Clave D 


CD Resolución de problemas 


Enel AABC = S= 


5 

3 
En el AABE => 4 =8+X 
b Xx 


Entonces: 
5_a_8+x 


3 b Xx 
=> 5x =24 + 3x 
. x=12 
Clave E 


De la figura: 


Se cumple: 


810% 2122 


Luego: AC=4+2+6=12 


Clave B 
. Del gráfico: 
B e 
2a 
A 4 C x E 
Entonces: 
22 A 2h=44x 
A+x Xx 
x=4 
Clave D 
A D L 
n Xx 
B Ev, 
2n 12-x 
C Eo La, 
Por el teorema de Thales: 
2n_12-X 32x=12-x 
n Xx 
3x=12 
x=4 
Clave C 


Nivel 2 (página 65) Unidad 2 CD Resolución de problemas 


CD Comunicación matemática 19. B 
12. AO) 23. 
10 12 
13. 
A D ú Cc 
CD Razonamiento y demostración e —PO— 
1 A Por el teorema de la bisectriz interior: 
7 e AD=5k A DC =6k 
Además, M es punto medio de AC. 
ns =AMm=m0 = 4% 
12 _x18 Del gráfico: 
6 8 AD + DM =AM 
td se+05= 11% 
x=8 
Clave C 0,5 = 0,5k =>k= 1 
Piden: 
15. AC= 11k= 11(1) 
“. AC=11 
Clave B 
20. 
A 3k N 2kC k y 
Clave A A 
Por dato: MN //BC A AN =ND 
16. A Por el teorema de Tales: 24. 
12 ¿AN_9_3 
8 2_8 NC7573 > AN = 3k ANC = 2k 
a A: A 
Ex an NN NC PM" ?2k 8 "8 2 
Clave A x=4 
Clave B 
17. 21. 
12__9 
E Dato: 3AB = 2BC; DF = 15 
168 = 9y + 12y oi : 
168 =21y Por el teorema de Tales tenemos: 
-8 AB+BC _ 15 
¿de BC EF 
Clave B 2k+3k _ 15_5 . E 
3d "EF 3 e a 
18. ave 
22. 
26. 
16 __20_ 
Xx 18-x 
288 = 16x + 20x 
288 = 36x Por el teorema de la bisectriz exterior: 
x=8 12__x ñ0 
E yr. 
Clave C Clave D 
GEOMETRÍA - 


Nivel 3 (página 65) Unidad 2 
CD Comunicación matemática 


Sabemos que el ángulo interno de un pentágono 
regular sería: 


180" (n —2) 
_ n 


>m2i 


e _ ¡dc 


=m24i= 108% 
AAHE es un triángulo notable de 18* y 72”. 
=>AE=L 
AH= 2/10 +215 
HE= L(/5 — 1) 


Aplicamos el teorema de Pitágoras en el IMAHD: 


0 (Ll0+275) + (1+L(151)] 


D-f3+1B_D_ 
L 2 +7 1618 


> 


Luego, por dato: 
a_D_a 


b L 


b = 1,618 


Notamos que: 
a+b_4+x b_4+x 
a 6 uN 6 >0) 
bx 
a 10 A 
Reemplazando (2) en (1): 
X_AÑHx 
dci 
Resolviendo: 
17 = 12 > 60 +6x=40+ 10x 
20 =4x 
E 


Clave E 
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Por dato: BC //AD. 
Del gráfico: MN // AD = MN // BC. 
Trazamos BE // CD y luego MF // BE. 


Entonces se forman los paralelogramos BCNH, 


BCDE y MHEF. 
Por el teorema de Tales: 


AF=2k A FE=3k 
Luego: AD =AE + ED 


24 =5k + 12 > 5k = 12 


12. 
ie 
Piden: 

_ 2/12 96 
MN =3k + 12 32) +1 . 
MN = 26 


27. 


Por dato: AB, BC y AC son diámetros. 
Por el teorema de Thales: 


AB _2,AB_x 
BC 3" BC 4 
x-2 jp 
2 nx 


Clave B 


Clave A 


Por el teorema de la bisectriz: 
EC=BC=x=BH=x-4 


Por el teorema de Tales: 
x= 12=8(2) 
x(x— 4) = 6(6 — 4) 
2 x=0 


48 [ Intelectum 4.? 


Clave E 


29. 


En el AABC aplicamos el teorema de la bisectriz 
interior: 
AG=2k A GC=5k 


Luego: AC =7k 
14 =7k 
>k=2 
En el AABG por el teorema de la bisectriz interior: 
E OL A IS 
*k y 22) y 


. £-2 
y 
Clave B 
CD Resolución de problemas 
30. 
Aplicando el teorema de Thales: 
q E 
T  4+x 
20 + 5x =7x 
20 =2x 
10=x 
“. FG=15-10=5 
Clave E 
31. B 
IS 
6 8 
A z Ñ Ñ G 


Por el teorema de la bisectriz interior: 


x+y=7 


De (a) y (8): 
x=3My=4 


Clave B 


AC _ 2k 


Dato: CD = 3k 


Trazamos CP // AB = el ABCP es isosceles. 
ACPD-= AABD 


CD _ AD _3k_ sk 


.x=10 
Clave B 
33. B 
<> 
10 14 
iS 16 de 
Por el teorema de la bisectriz interior: 
10_m_ 5k = 
uk m+n=16 
12k = 16 
-4 
58 
Piden 
x=n-m 
- _0o(41_8 
x=7k-5k 2(5) S 
Clave E 


SEMEJANZA DE TRIÁNGULOS 


APLICAMOS LO APRENDIDO 
(página 67) Unidad 2 


9 


N Trazamos MN, entonces 
Q el ECAMNC es un 


cuadrilátero inscriptible. 


= AABC — ANBM 


=2 > 09=45 
Xx 


Clave B 


Pordato: BC//OD. A OD=2AB 


> mZABC =mZADO =0 


Por propiedad: m4ACB = 135? 


Luego: ADAO =— ABCA 


Del gráfico: 
AABH = AFDA 
JD 08 (1) 


2510 > FD 


Además: AAEB -— AFED 
AB -_8 (2) 


"FD 7 x+4 
De (1) y (2): 


AG > 10 + 40 =6x +60 


4x =20 
[X= 
Clave C 


DMADB - 5 CEB 
$ Del gráfico: AABC — ACBD 
il 6 _8-x 
=== 36 = 64 — 8x 
9=5+X 8 6 8x = 28 
x=4 ] e 
Clave C PARO 
Clave C 
10. 
Se construye el ALAD isósceles. 
Por el teorema de la bisectriz: AH = AB Por dato: AC // PB 
En el lx LHC aplicamos el teorema de la bisectriz Del gráfico: ACBA — TBPA 
interior: x_12 
2k _7k E EA 
A. 2. x=16 
Clave B 
Clave D 
11. 
D 
En el gráfico: 
AEPF =— AAPD En el ÍxCBM: a. + 0 =90* 
PQ_EF__x__1 y 4 Luego: EXDAM — ÍxMBC 
PH AD“ x+4 6 5 
Dt b 
Clave A A 
x= /ab 
Piden: 
AB =2x=2(/ab) 
“. AB=2Vab 
Clave D 
Del gráfico tenemos: 12. 
AABE — ADBF; 
BE=5AED=3 
3 = 2 =>X=4 
Clave B 
Del gráfico: 
AABP -— AQDP 
AB_12_AB_3 
0D 8 “0D 2 
AB=3k A QD=2k 
Además, ABCD es un paralelogramo: 
SiAB //DC= m4B =mZD AB=CD>AB=CQ+0QD > CQ=k 
AP = 4(QP) = 4a AER ES 
=A 
Luego; AABQ — APDQ h 
18 _ 3a EQ_-0, EQ _ _Kk .Eq=10 
y EA BA “20+EQ 3k “' 
Clave B Clave E 
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Trazamos HO 1 AQ. 
m4Q0H =m4BQA A OH =PA 
= AOHQ - AQAB 
0Q _ 0H _ PA 


QB QA QA 
R_3 .p_ 
m7 ..R=9 


Clave A 


Trazamos FB y BD. 


0 = mZAFB = m4ADB = m4DCA 
= AADC -— AABD 


AD PASA 
AC AD” 9 AD 


-.AD=6m 
Clave C 


PRACTIQUEMOS 
Nivel 1 (página 69) Unidad 2 


CD Comunicación matemática 
1. 


2. 
3. 


CD Razonamiento y demostración 
4. R 


H 


(8112) 848 


Por propiedad: x = 8+12 2 


Clave B 


AABC =— AFAB 


50 [ Intelectum 4.2 


Por el primer criterio tenemos: CD Resolución de problemas 


=2 2 =409) 9. 
x=213) 
x=0 
Clave A 


ABHO - APOL 
5 = E =>x=4 
Clave C 
10. Del enunciado: 
AABC - ADAB A 
4_H 2_ 
H= >" =4(16) 1 
H=2(4) =8m 
Clave B 
A 3n D 
ABEC -— AAED: 
2 Y 15% 2 =45-3x 
IN  X Xx 
5x=45 
¿ X=9 
Clave C 
Del gráfico tenemos: 
XX __M 
ABQP =— ABDC: 0 nm ...(0L) 
APQD - AABD: ÓN = _ > (8) 
Sumando (a) y ($) tenemos: DACB =D ERB 
X,X_n+m 16x A 
0 men "mm. 1.3 3 ma 
ave 
x=3,75m . E a 
pam Nivel 2 (página 70) Unidad 2 
ti CD Comunicación matemática 
12. 
13. 
14. 
CD Razonamiento y demostración 
15. 
De las figuras: 
AABC = ARQP: 
9_Xueé= 9(16) Del gráfico: 
x 1 APBQ — AABC 
x= 3(4) 2 y 
x=12 apo 
Clave C Clave E 


>A,= E ¿Al 


3A, = 54 cm?; reemplazando de (1) 


35%) = 54 cm? > x= 60m 


__ Clave C 
Del gráfico: ADBA — ABCA Por dato: MN //AC y MN =4 
_BA_CA_x_9 Luego: ha MBN — Ex ABC 24. 
DA BA 4 ox MN _ AC 4 _16 e 
36 BP.” BM " 4-x 
x=6 1=4-x CD Razonamiento y demostración 
do X=9 iras 
Clave B 26. De la figura: 
Clave B 5 C 
17. Sr 
21. 
h AS 
ATQamarRa.D 
AABR =— AMPR: 
8+x_ AB (1) 
af Xx PM ll 
Del gráfico: ABDA — ACEA 
_DA_EA __4 7 Por propiedad: ACDQ - APMA: 
BA AC "n+7 4+3n x= 412166) _72 4 CD _3a AB _3 (2) 
16+12n=7n +49 12+6 18 PM a “PM Ñ 
5n = 33 ¿x=4 De (1) y (2): 
=n=6,6 Clave A 8+x id 
-.BE=n=6,6 Xx 
8=2x=x=4 
Clave D sE 
des 27. De la figura: 
A ==B 
Q P 
En el MABC: a + 0 = 90? Del gráfico tenemos: 
D Cc 
Luego: XMAB — EMABC APBQ - AABC 12 
A 6-b=n_5-a=r_x Por propiedad: 
ls 6 go 07 de Esp 
“x=2 b+n=6-$x A a+r=5-3x x 812 
Clave B : 1_8+12_20 
Además, sabemos que: x 8(12) 9% 
CD Resolución de problemas PQ=r+n=x y (+) 
19. AC=a+b=7 >1-% 
a+r+b+n=7+x 20 
Luego: .x=48 
3 e Clave A 
5 qx + 6 7*= T+x 
- 2 
ES 
200 105 
Por dato: ABCD es un trapecio y BC = 5 AE 
Del gráfico: ABEC — AAED 
EN _ EH _ 28-x_ 28 Nivel 3 (página 70) Unidad 2 AMO EA 
"BC AD” 1 leal ¡ 24n 
BC AD 5 14 CD Comunicación matemática = En a 
ib 23. Cada uno de los triángulos en el gráfico tiene 
. x=18 2 cm de base por 2 cm de altura. .x=8 
Clave A Clave B 
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Pordato:AH=3 A BC=9 


En el A BAC: ar +0 = 90? 


Luego: Ex APH — Ex BAC 


QA 3x3 
9 
1 


AH” BC 73 
X= 


Clave A 


CD Resolución de problemas 
30. 


Del gráfico: BABC — ÍÁNMC 

Por el teorema de Pitágoras: AC = 5 

Por dato: 

Perímetro xNMC = Perímetro 47 BMNA 


12k =12 - 6k 
18k = 12 
=k=5 
Piden 
MN =3k=3(5) 
MN=2 


Clave E 


Luego: 
OH=CD-RO=9 


1,2=7,8 
-. OH=7,8m 
Clave D 
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32. Piden: AB =x 


Del gráfico: 
ABFC =— ABEF 
x_9 


7-28 


IN 


Clave B 


Del gráfico: 
Piden: EF =x 


* Paasc=10 
+ AEBF-= AABC 


EF _ PABEF a 1) 
AC Paasc 


Donde p: semiperimetro 

Además, por propiedad: 

BT=Paasc = AC 

BT=10-3=7 

Pero BT tiene igual medida que el Pa esp, 
entonces reemplazando en (1): 


E-=h SEE203 
Clave D 


MARATÓN MATEMÁTICA 
(página 72) Unidad 2 


1. si 


Polígono 1 
m lados 


Polígono 2 
2m lados 


> 


mai 
De la gráfica: 
Lados 114 Lados o Lados 
polígonos 1 polígonos 2 polígonos 3 
Lados del 
=> 


1=3m-2 
polígono 3 ' 


=m-1+2m 


Del los datos: 4D = 152 


(3m — 2) (8m 2-3) _ 152 
2 
(3m — 2)(3m — 5) =304 = m=7 
Nos piden: FfD polígono 1 
jp MS). MEL y 


2 2 
Clave B 


Prolongamos AP y BQ hasta C: 
= mZACB = 180” — 4a 


Trazamos L tangente en Q: 
mZCPQ =mZ4PQN y mZ4RQN = mZ4QRC 


Por ángulos inscritos y semiinscrito: 
mPQ = 3a y mQR = 4a. 
mZCPQ = mPQN = 3aL 
mZRQN = m4QRC = 4a 


Del polígono PQRC: 
3a + 3a + 4a +4a + 180% — da = 360 
10a. = 1809 
a =18* 


Clave A 


Sea la m4ACB =B 


> mAMB =28; mAM=mMB =$ y 
mZAOP = m2BOP =p 


Del dato AC // DP: 
= mZDEC=8 yporángulos correspondientes 
la mZPEB =B 


El ABEOP es inscriptible (lados opuestos 
determinan ángulos del igual medida). 

mZOEP = m40OBP = 90% 
0 = 902 


Clave B 


De los datos: 
AD=BC=CP=a y AB=DC=AR=b 
DM=k = PD =2k 


Por semejanza 
ANDG = ANHC: 


x _ND_ x _HC 
A 


De la gráfica: 
mZDAR = mZDCP =P 


Por congruencia (A RAD = A PCD) (L-A-L): 
DP=RD=2k y mZADR = m4CDH =0 


Se prolonga AD hasta H: 
> mZCDP =mZRDM = 909 
Del ÍARDM (notable <> y ar) á 
D E 
ma vr A | 
e TT losÍx NDE yx AHG son semejantes 


Clave D > A; GyD son lineales; esto demuestra que G 


es mediana y ortocentro. 
+. El nuevo triángulo será equilátero: 


Dando valores: 
SIAQ=b = QD=3b;AB=a 
BP=PC=0 


Se traza la mediana CR del hh ACD: 
= CR=2b y mZCRD = 20 


Del dato: 
ND.BC =96 
x/3 a 2x3 =096 


x=4 


De la gráfica: 


AB// RC y AQ=Q0R=b = PQ es base media Clave B 
del trapecio ABCR. 


_a+2b 
PQ = > 


De los datos: 
AD + 2AB = 18 


db +2a=18 > DI2 45 


, 


, Pa= 24% 45 


Clave C Del enunciado: ABFC -— ADCE= a = Z an ni 


De los datos: De la gráfica: m4ABF = m.ZECF 
HC _ GH de) = AABF — AECF y mZAFB =mZEFC =4 
A AR . mZ4BFC__ Y =Y-1 

mZAFE d+y-b y 


Clave B 


P 


De los datos: PF // ED 
mZFPE = mZDEE'=0 
mZPBE = mZBED =f 


Por ángulo inscrito: 
mZEAD =0 


El AABEP (lados opuestos determinan ángulos 
de igual medida) es inscriptible: 
> mZPAE =mZPBE =8B 


> mAE =20 > mZADE=8$ 


Del AEBD isósceles: 
EB =4k=BC+CD = CD =3k 


Por el teorema de Thales: 


CF_BC_CF_k 
EC CD”"6 3k 
¿.CF=2 


Clave D 


Por propiedad de dos rectas paralelas: 

mNR =mRM 

Si, mía = 92”, en la circunferencia mayor: 
mRM =92 = mNR =92* 

Por ángulo inscrito en la circunferencia mayor: 
mPN = 2a 


EA mNR + mRM +mPM +mÉN = 360" 
92% + 92? + 90? + 2a. = 360 
a =43" 


Clave B 
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(— Unidad3_) 


RELACIONES MÉTRICAS 


APLICAMOS LO APRENDIDO Del gráfico: R = 2k 


(página 75) Unidad 3 k/3 =2 
1. N 2 243 
Ñ k= El >k= a 
a E R=2= 4/8 
Clave C 
ARS RR 5. 


BN 1 OB 
Por el teorema de la tangente: 
a? =2(2 +8) > a =20 
a=24/5 
En el AABN: 
10?= a? + (2Ry? 
100 = (245)? + 4R? 
100 = 20 +4R? 
4R? =80 
R?=20 
R=24/5 


Además: 
h? =0(c - a) 
Clave D > (b-— /ac )/ac)=c(c - a) 


b/ac -ac=0?*-ac 


Z b”ac =0c! 
bla =0? 
Clave A 
6. 
Por el teorema de la tangente: 
6 =44+a)  ..(1) 
É=1(1+a)  ..(2) 
De (1): Clave A 
36=16+4a 7 
20=4a>a=5 " 
Reemplazando el valor de a en (2): 
XÉ=1(1+5)=6 
“x= 46 
Clave D 
3. 
(Ny CHB = MEC 
> EC=12 
A El EnelixDMC: 
8? =(12 +x)x 
64 =12x +x? 
Por el teorema de las cuerdas: 0=x2 + 12x— 64 
HT MET ll 0 =(x — 4): +16) 
a.b=2(1+x)  .. (2) 
Reemplazando (1) en (2): ASA 
7=2(14+x)=2+2x=5=2x 
2 
Clave B 
4. x 
HU 2 =4— 3 + 3 y 
Xx =8(2) 
x=4 


Clave D 
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H 25 1 
a+b+h=47 
=>a+b=47-h Ed) 
Por el teorema de Pitágoras: 
a? +b?=25? 
Además: 
ab = 25h 
Elevando (1) al cuadrado: 
al +b?+2ab = (47 — hy? 
25% + 2(25h) = (47 — hy? 
0=h? — 144h + 584 
0 = (h — 132)(h — 12) 


=h=12cm 
Clave A 
9 12 
1_1,.1._14+81__225_ 
? 9 12. 92.122 9212 
_J%.122 9-12 _ 
a a 
Clave B 
B 
3 
AS Z D 
(AC)? =4? +3?=25>AC=5 
Luego: 
(AD)? =AP. AC 
Box. sor L 
== 82 
Clave A 


12. c 
18 
e ' A 
8. 9 di 9-x E 


Por teorema de Pitágoras en el AABC: 
(18 — x)?=(16 —x)? + (9 — x)? 
>3x=1 A x=13 

Del MABC:9-x>0=>x<9 

En El 


Clave A 


13. Piden: x 


Por propiedad: 
(12)? = (x — 3)(x + 4) 
144=x +x- 12 
> xÉ+x-156=0 
x - 12 
Xx + 13 
> x=12 V x= -13 
x= 2 (no cumple) 
Clave A 


14. 


Sabemos que PQ y RS son sagitas > AP = PB 

yBR=RC. 

Luego: PR = 90" y los triángulos APO y ORC 

son notables de 45” además M y N son puntos 

medios de AO y OC = OD =2x 

Además, Q y S son puntos medios de AB y BC 

= 05= 22 =R 

En el triángulo QES: 

(08)? =(ES)?+(05)? > (R-22+(R- 11=R? 
R?-4R+4+R?-2R+1=R? 

R-GR+5=0 ,R=5 


Se tiene: 
AB = 2(0B) = 2(ES) = AB =2(R — 2) 
AB=2(5-2)=6 


También: 
BC = 2(BS) = 2(QE) = BC =2(R — 1) 
BC =2(5 - 1)=8 
Luego, el punto O es incentro del hx ABC: 
> AB+BC=AC + 2(0D) 
6 +8 =2(5) + 2(2x) 
14-10=4x = x=1 


Clave A 


PRACTIQUEMOS 
Nivel 1 (página 77) Unidad 3 
CD Comunicación matemática 


1. 
2. 
3. 


CD Razonamiento y demostración 


Teorema de la tangente: 4(0) = PC(MC) 


XÉ =3(n + 3) (CD)? =PC(MC) 
El ÍXCBA — ÍACDB (CD)? =4(9) 
n+3.-4 CD=6 
da a Clave C 
>=n=9 
Luego: CD Resolución de problemas 
xX=3(9+3)>x=6 9 
Clave B 
ANS 
k 4k 
al =5ké 
b? =20k? 
En la semicircunferencia menor, por propiedad: =(2) = 1 
(x — 5)? =x(x — 9) b/ 4 
xÉ —10x +25 =x? — 9x a_1 
.x=25 bo2 
Clave A 
Clave B 
10. 
24/Rx +24rx =2/Rr 
PRL TÍ CTN 
ORT O; P y R son colineales 2/x (49 +44) =2,/9(4) 
Mi Vx(3+2)=86 
En el AOPJ: /x=2 
82 -e=(x+2?-(6-x? 0 a 
96 = 32x x= 35 =1,44 m 
O SE 
Clave C Clave B 
11. 
B 
7 3 
Ñ 5 D x e a(5 a a) = 2 
En el AABC por el teorema de Stewart: a=1 
7.438. 5=382 .(5+x)+5.x.(5+x) ...La base menor: 2 + 1=3 
49x +45 =45 +9x + 25x + 5xó Clave C 
15x =5x 
15 =5x 12. 
==) 
Clave C 
D 
B4S 
A 
En el MPBO: m0OPB = 37*/2 
Pp - Rp DD 
R= 3 25 
Clave B 


GEOMETRÍA - SOLUCIONARIO UNIDAD 3 [ 55 


13. 

En el AFB: 

(AB)? = 12? + 18? = 468 

En el 4ACB: 

xÉ = (AB)? — 6? =468 — 36 = 432 

.x=124/3 cm 

Clave B 

14. 


Como las circunferencias son ortogonales, 
entonces: OA 1 AB 
En elhxOAB: 
Y. A, 1 = 
E = ma + gl =h=4,8 
.AC=2h=9,6 cm 
Clave A 


Nivel 2 (página 78) Unidad 3 
CD Comunicación matemática 
15. 


16. 


CD Razonamiento y demostración 
17. 


En la semicircunferencia izquierda: 
h=x(a+2) (1) 
En la semicircunferencia derecha: 
h=2x+a)  ..(2) 
De (1) y (2): 
ax + 2x =2x + 2a 

E 

Clave B 


18. 
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19. 


20. 


21. 


En la semicircunferencia menor: 
A?=2x+2) (1) 

En la semicircunferencia mayor: 
(2h)? = (x + 2)(x +2) 


(es) =25 


Pero: (HP)(PB) = (CPy?; reemplazando: 
(CP? =2x25 => CP=5vV2 cm 


=>h= — (2) Clave D 
De (1) y 1 22. 
x+2Y_ 
(54) =2(x +2) 
x+2 =8=x=6 
Clave A 
A a A 
Ñ El punto G es baricentro del AABC. Sea GM = m; 


BG = 2m y CM = MA = 3m 
En el AABC: x2 + b? = (6m)? 


Xx + b?= 36m? (1) 
En el acóm: 1-44 
En la circunferencia mayor, por el teorema de la (2m)?  x*  (b/2) 
tangente: 1. b?2+4x (2) 
al =x(2x +2) dm xp? _ 
a a ió menor: Reemplazamos (2) en (1): 
Los 9x0? = (b? + 4x2) + b?) 


> 0x bh? =h% + 5x2b? + 4x0 
0=4x2 —4x2b? + p* 


(2x)? = x(2x + 2) 
4x =x(2x +2) 


4x=2x +2 0 = (2x2 2 
je soy A 
ds - Clave A 

CD Resolución de problemas 

23. 
Trazamos CQ 1 RN En el ix. BEC: 
El ACQN es notable de 30? y 60" (NE)? =9(4) = NE =6 
= CN=NM=2n Además: 
Luego: A BEN — ÍA BQA —ExDPC 
(CN)(BN) = (QN)(NM) 6 to E 
(BN)(CN) = (n)(2n) 913 b 
(BN)(CN) = 2n? a- 8 1 p- 329 

Clave E 3 e 2 E 
=AM = EN A MD= > 
.*. (AM)(MD) = 361 
Clave D 
24. B 
0 
c a 

Del gráfico: 
ÍMPHC —IABHO A 3 c 
=> HP =2(BH) 2 9 c_ 3 
Además: , Por dato: al = 16 > a = 4 
(BH)(PB) =5 =>0=3kAa=4k 


En el dx ABC, se cumple: 28. 7 a 


A 1 1 1 25 
S+>S= > —]+SÑ =+5 
e a (264 0 16k? 17424 EN 
Reduciendo: k? = 121 
=>k=11 ño 
Piden: B % 
a+c=4k+3k=7k=7(11) 
-.a+c=77 2_ 
Clave D mE) 
n=6 


4(DP + 9) =n(2n) 

4(DP + 9) = 2(6?) 
DP +9= 18 
DP =9 


Nivel 3 (página 79) Unidad 3 
CD Comunicación matemática 


29. 
30. 


Por dato: AC—AB=5Ar+r,= 12 
>b-c=5 

Por propiedad: AT=pADC=p-—c, 
donde p es el semiperímetro del AABC, 
>CT=p-b 

Del gráfico: DC = MC, NC = CT y MN = HE 
Además: MN + NC = MC 


=> MN +CT=DC CD Razonamiento y demostración 
MN + (p-b)=p-c=>MN=b-c 31. 
>HE=b-c 


En el Ex IHE por el teorema de Pitágoras: 
(15)? = (r + 1,2 + (b- y" 


> (IE)? =(12)? + (5)? = 169 
1E=13 
Clave D 
26. 
DBAHO=h0PB 
=PB=a 
>0B=R=av5 
Teorema de las cuerdas: 
XÉ = (FB)(EB) a(a) = 3R 
Además: RY 
LY =3R 
(FB) (EB) = 8(4) Si (7) 
2 2 
> xo =4(8) RR 
x=44Y/2 5 
Clave C R=15 
Clave E 
27. 
BD = 12 
AM=8 
(x + 6)2 = 6(6) 
x+6=18 
x=12 
En el AATE: 
6? =4(EA) 
9=EA Clave E 
-. (BM)MT) = 3(2) =6 
Clave B 


Clave E 


33. 


En el AAEL: 
8? =(AP)IAL) 
Por relaciones métricas: 
(AB)(AC) = (AL)(AP) 
. (AB)(AC) = 8? =64 
Clave D 


34. 


TM=0B ACN =0R 


Teorema de la tangente: 

(TP)? = (m + 2b)b 

(CO)? = (n + 2aJa 

(TP)? — (CQ)? = (m + 2b)b — (n + 2aJa 

(TPy? - (CQ)? =2(b? — a?) + (mb — na) ...(1) 


Teorema de las cuerdas: 


mb = na 

Por dato: 
(TMy? - (CN)? = 25 
bó-al=25 


Reemplazando en (1): 
(TP)? - (CQ)? =2(25) + (mb — mb) 
(TP)? - (CO? =50 


Clave E 


35. Del gráfico: 


AU 0 E 
P6H6S D E Q 
E L/2 + L/2—7 


(PQ)? = (APIPQ) 


(12? = (5-0 (+6) 


> 144= 3 (L—12XL +4) 
>3x44=1?-8L - (12)(4) 
0=1?-8L - (12)(20) 
0 = (L+ 12)(L — 20) 
“. L=20 
Clave E 
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CD Resolución de problemas 


36. 


Teorema de Menelao: 


(b)(6)(x) = (br(c)(2x) 


3=cC 38. 


x(BP)b = (x)(c)(2b) 
BP=2c 
BP =6 
Teorema de las secantes: 
x(2x) = 6(6 + c) 
2x? = 6/9) 
x=34/3 


Clave D 


37. 


En el gráfico 
(PH)? =(6 + x)(6 — x) 
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(PH?=6-% (0) 
Enel BAHP: 
(AH)? + (PH)? = (AP)? 


Reemplazando: (6/2 +x)* + (6? — x?) = 12? 
62) + 12/2x+x0 +62 x2 = 12% 


12/2x=8? 
> x= 22 om 


Clave C 


En el gráfico: 

O, L yP son colineales 

= MP es el diámetro de C): 

Luego: m4MLP = m4MSP = 90” = AQRM y 
ARMO son isósceles 

También: QR = RM = OM 

En AOMP: (OM)? = (OL)(OP) 

Dato: OL=LR=1 y RP=7 

> (OM? =(1(1+1+7)=>0M=3 

.. QR=3 


Clave E 


Del gráfico: PL y LQ son las proyecciones 
ortogonales de SL y TL sobre AB 


> (SL)? =(PL)(2r) y (TL)? = (LQy(2R) 


Luego: 
Tí j- (LQ)2R 
SL/  (PL)(2r) 
TL _ /(LQ)R 
SL y Or 
Además: 
(AS) = (APJAB) 
P=(r-PLIR+D=>PL=BL 


R+r 
También: (TB)? = (QB)(AB) 
R?=(R-LQ(R+r) > LQ= de .. (3) 
Reemplazando (2) y (3) en (1): 


Clave A 


RELACIONES MÉTRICAS EN TRIÁNGULOS OBLICUÁNGULOS 


APLICAMOS LO APRENDIDO 


(página 81) Unidad 3 


(DC)(10) = (422 
DC =2,2 


Teorema de Euclides en el ABCA: 


e =9% +10? + 2(10)(2,2) 
x =225 
x=15 


Por el teorema de la mediana: 
2124172 =2(AM) + as 


730 = 2(AM)? + 338 


196 = (AM)? > AM = 14 


Luego, como BD es mediana: 


> 29 18al + QU 


2 
610 =2x? + — 


610 =2x? +98 


512=2x > 256 =x? 


¿o=16 


Por el teorema de Marlen: 
(1.% caso) 
74 x2=5 46? 
49 +x?=25 +36 
=61-49=12 
.x=24/3 


Por el teorema de Chadú: 
x=7+4 
soc= 11 


LA 


En el DMAEB por el teorema de Pitágoras: 


al=72+12=> a= /193 


8. B 
Cc 
c 
M 
N 
D A D 
En el ABNA (T. de la mediana): 
2 
AN? + BN? =2x? + en (1) 


En el ACMD (T. de la mediana): 


Por relaciones métricas en el lx AEB: 2 
—7x12_ 84 cm? +m*=22+ 2...) 
4193 4193 Sumando (1) y (2): 
Por teorema de a (1.% caso) en el AAED: AN2 + BN2 40M? + M02= 4x2 4 AB z co? 
2 a 4 
Xx” =(12)" + a - 2a= 
ió (193 so=4x? + E 
2 84 72=4x? 
x= 144 + 193 - 24193 == 
14193 18=x 
X= 18 
a +. x=34/2 cm 
Clave E 
9. B 
ASA 
SR 
LR. 
Del gráfico: 
Por dato: AC 
AC =AB+DC= mZABQ=mZA0B=a BM = 257 ; OM = OP 
El AABQ es isósceles (AB =AQ). En el ABOM (T. de la mediana): 
En el MABOO (T. de Euler): (BM) ? 
AO? + AB? + BQ? + 00? =AQ? + 0B? + 4x? 0B* + OM? = 20P* + >> 
AO? + AB? + 0B?=AB? + OB? + 4x? 2 
202024 (AC) 
AQ? =4x? OB” + OP” = 20P da 
6*=4x 2 2, (AC)? 
2.x=3 dE 
lave A 
idas En el dMOMC (T. Pitágoras): 
oc? = OM? + MC? 
2 
oc*=0p?+ 4 2) 
Restando (1) de (2): 
2 
oc* - op? = 42 
2 
Del gráfico; O es circuncentro: 
AO=0M=0B=5 “. AC=124/2 
En el AAOC (T. de la mediana): Clave B 
2 
AQ? + 00? = 20M? + Aer 
2 
5% +13 =2(5)? + a] 
2 
25 + 169 =50+ (Ac) 
144 = (ACÍ 
59 En el AAPQ (T. de la mediana): 
2 
-. AC=124/2 cm AQ? +AP? =2AR? + LO) co (1) 
Clave C 2 
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En el AOQP (T. de la mediana): 


2 
ey (2) 


00? + OP? = 2(0R)? + > 


(1) - (2): 
AQ? - 00? + AP? - OP? = 2((AR)? - (OR)? 


R? + 6? —R?=2(a? — b?) 
36 = 2(a? — b?) 


Clave B 


Del gráfico: 
PO,=00,=R-x; O/H= 2oA0, =R+x 


En el AAO;O (T. de Herón): 


9H= 45/00 ANCORA) 


p= AO +004+AO _ R+x+R=x+R 


NIE ERE 


Por dato: 
AB=2R=2/6 =R=/6 
O | 
Clave C 


P 
24 24 2 


En el APOC (T. de Euclides): 
Pc? = PO? + 0C? + 2(PO)(OH) 
PC?= 22 + 4? + 2(2)(2) 
Pc? =28 

PC=247 
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En el ÍXPTC (T. Pitágoras): PRACTIQUEMOS 
PT? +TC?=Pc? Nivel 1 (página 83) Unidad 3 


2+TC?= (2 ¡TY CD Comunicación matemática 
2 TO =2 /6m 1. 


Clave C 2. 


3. 


CD Razonamiento y demostración 


4. 
Sean Ma, M; Y M, medianas de los lados BC, AC 
y AB. 
Por T. de la mediana: E 
p? Por el teorema de Marlen (1.* caso): 
42m + (1) + yo =6 + 22=36+44 
d+ po 2m2+ 5 (2) 4 y =40 
Cc 2 eS 
Clave A 
pe+0= m2+ 2 (3) 
(1) +(2) +(3) á 
NO 
2(a7+b%+0%=2(m3+ mf + m2) + Li E +0 > iS 
(2+02+ 0) <= más me + me | - | - | 
3 a 
(48) + = m¿+mf+m 2 
4 : Pear LL 
m2 4 m2+m? =36 cm? 250 =8x? + 2x% 
Clave E 250 = 10x? 
x=5 
Clave B 
6. 
6 
Sea G baricentro. 
Trazamos BH 1 AC, del gráfico: HA 3 
PG_a _BH 
sas cu 6? =5? +3? + 2(8)(x) 
En el AABC (T. de Herón): 2 =0x 
A 
BH= 2 /plp —21)(p — 20)(p — 13) 23 
21 
Clave D 
Donde: 
_20+21+13 7. 
a 
=27 
d 13 
Luego: 7 
BH= 2 /27(6(0(14) 
EXA 
BH = 12 .. (2) sub 
Reemplazamos (2) en (1): 12 =72+12 21200 
222 DA 24 = 24x 
x= EN -.x=4 3 
Clave D Clave A 


CD Resolución de problemas 11. A 


8. 
20 


o 


B D 


Teorema de Stewart: 
AB?(DC) + ACYBD) =AD?(BC) + BD(DC)BC 
Entonces: 
182(3k) + 20%/k) = 142(4k) + II 
972 + 400 =784 + 12k 
k?=49>k=7 
..a=4k=28 


Por dato: ABCD es un trapecio 

Además: a+b=101AC.BD =48 

Trazamos CE // BD, entonces se forma el 
paralelogramo BCED; con lo cual: 
BD=CEABC=DE 

En el lx ACE por relaciones métricas: 


Clave C 


Nivel 2 (página 84) Unidad 3 


16. 


A 77 === 
En el AABC, BH=h es una altura. 
Por el teorema de Herón: 


p= E =16 


>h= 200106 = 15116 — 13)(16 4) 


h= 2./576 = 424) =12 


-.h=12 
Clave D 


AC. CE=CH.AE CD Comunicación matemática 17. Aplicamos el teorema de Stewart en el ABAC: 
dels ao ma be + (At) +(3) (4) =ADZ(5) + (1)(2X5) 
48 =CH.10 A > 5AD? = 32 
- CH= E CD Razonamiento y demostración . (41%3) ER (3%) = AEX5) + (23165) 
clavec 14 a > 5AE? =36 
8 5(AE? — AD?) =4 
9. 10 “d Clave B 
13 e CD Resolución de problemas 
A Cc 
| Ha 18. A 
A m =c Por el teorema de Herón: 
| 14 
p= I0+17+2 24 o : 
Por el primer teorema de Euclides: ' 
13?=15 + 142 — 2(14)m Ys Le NINA AON2AAT)2I21) A 
28m = 252 Ley de cosenos: 
>3m=9 x= 2-/7056 = 2.(84) al=b2+02-2bc.c0sA  ..(1) 
ha . 21 21 > 
Luego, por el teorema de Pitágoras: BH = 12 Dato: 
x=8 2a? =b? +0? + (b +0)? 
ki ClaveA | 2a2=2b? +20? + 2b0 
12 15 Ak Sk AS a? =b? +0? + bc ...(2) 
A N " Igualando (1) y (2): 
Ó 9 lá xk b? + 0? — 2bc. cosA=b? + c? + bc 
0: =53 cosa == 4 >A= 120" 
Clave D Clave D 
0 19. 8 BM: mediana 
En el AABC, por el segundo teorema de Euclides: BD: bisectriz 
¿5 6 9? =6? + 5? + 2(5)(m) 
10m =20 
=m=2 Cc 
A D M 
Y8 A Ñ 
. . En el a AHB por el teorema de Pitágoras: Por el teorema de la bisectriz interior: 
Aplicando el teorema de Herón: AH=44/2 BD? = (AB)(BC) — (AD)(DC) 
; De la figura: BD = DM 
x= dolo -/2 Xp —/6 Xp - 18) Luego: lied " 
/8 ' AD=AM—DM= 42 —BD 
2 6 +48 
pd ta KZ DC =MC +DM= 4% +BD 
412 E 
E Y6 ! ke Luego: , 
e EN ; Bo?=144- AC | pp? 
Clave D . a 4 
.x=45 AC?=4.144 > AC =24 
Clave D Clave E 
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20. Del enunciado, se tiene: BH= 2 ANNE) 
BH=8=AH=6 
$ En el MAHB: 


A da 


25. De la figura: 


Teorema de Stewart en el AAMD: 
2x2 + 42 =(39)23) + (1(21(3) 
2x2 + 16 =33 
x=85>x= 8,5 
Clave B 


21. B 


A c y? = (8)(6) — (4)(3) = 48 — 12 


BC? =AB?+AC? — 2AB(AE) — ...(1) 

AB? = BC? + AC? — 2BC(FC) ...(2) 

Sumando (1) y (2) tenemos: 26. 
2(AB .AE + BC . FC) =2AC? 

Dato: AB. AE + BC . FC =36 


a? +b?=36 


> AC? =36 
..AC=6 
Clave D 
Nivel 3 (página 85) Unidad 3 al sE y a 2x? Ed 2(2?) 
CD Comunicación matemática b? + x= 2y? + 2(2) 
22. 
23. 4 yo =20 


CD Razonamiento y demostración 


24. De la figura: 
27. 
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36=x? + y? +16 


De la figura: LC? =LC? 
12Y + bó= 02 + 
24+2=xX 
4=x 
u=2 


Clave D Clave E 


CD Resolución de problemas 
28. 


Aplicando el teorema de Herón: 
= q (Pto 15)0—13)P=14) 


Donde: p = 213 +14 +15) =21 


h= La MONET) = 12 


Clave A Clave C 


29. C 


AMA IN d TB 
3 3 3 


Teorema de la mediana AACN: 
AC? + CN? = 20M? + Se 1) 
Teorema de la mediana AMCB: 
claven | CM?+CB?=2CN? + Ze (2) 
Luego, sumamos (1) y (2): 
AC? +08? = CM? + CN Ed? 


cm + cnt + 4 


2 
> CM? + CN?= e 
+. CM? + CN? + MN? = Ze 
Clave B 


APLICAMOS LO APRENDIDO 
(página 86) Unidad 3 


2perG=3R Y3 
2Pasco = 4RV2 


2Pere _ 3RYV3 _ 3/6 


2Pagco 4RYV2 8 


Clave C 


e4 


El AOLC es el triángulo elemental de un 
dodecágono regular, entonces: 
x=RY2-43 


Clave D 


Por teoría: 
la =RYV2- 4/2 
Pero: 
R=442+ 4/2 
Entonces: 
dy =(4V2+ 42 (V2-/2) 
lg =444-2 
Ug = 4/2 
Clave C 


Como: 

l4=3V6 

RV/3 =3/6 >R=342 
>(l=RV2 =(3/2)/2 =6 
Por lo tanto: 


El perímetro del cuadrado es: 4(6) = 24 
Clave D 


POLÍGONOS REGULARES 


Dato: R= /3 

a=kR 

3=k/3 =>k=43 

Luego: E 
a=KR=RyY3 => mAB = 120" 
b=n.R 
V6=n./3 n= Y/2 
Luego: NN 
b=nR=Y2R => mCD =90* 
> x=45" + 60” = 105? 
“XxX + y= 1657 


Clave D 


Piden: lio 
%ó 


Sabemos que si R es el radio de la circunferencia 
circunscrita, entonces: 


tor) lg=R 
0 45-1 
nn. 


Clave D 


Octógono regular: 


la=dV2—/2 A ap= 4/24/72 AM) 


Dato: r = ap = 
=> qe 1 


12442 
Luego, en (1): 


EETO: DA ON 
dz 


Racionalizando, obtenemos: 


2-42 =0/7=1 


il Y22-2 
lg = (2 =1 


Clave C 


En el MPAF:AF=(/3)(4/3) =3 


-2Pagcoer = 6(3) = 18 
Clave D 


En el AAOB: 

3/2 =(/6X/3) 

=> mZA0B = 120? 

En el ADOB: 

(2137 =(15 +15) 

3 mDOB = 90% 

=> mZDOA= 360" — (120? + 90%) = 150? 
(AD? = (45) + (48) -2(48 cos 150" 


aop=12-12(-4) 


(AD)? =12+643 
AD=412+2/9.3 


AD=3 +43 
Clave C 
AN BY2 mZAON = 45* 
mAB =90* > mZACB = 45 
-BH= ya =6 
Clave E 


. Piden: perímetro de ABCDEFGH 


Sabemos que: (q =RV2—V2 
En el ACMD: 


Conociendo el ade 45/2 y 135/2: 
he nl V2-/2(14+2/2) 


Y2 
>5(= Ry2 
.*. Perímetro de ABCDEFGH = (832) 


=4RY2 
Clave B 
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12. Piden: x Luego: Por dato: AC =Ry/3 ABD=RyY/2 


Sl > AC = 0 => mAC = 120" 
lio =3(2+V43)12 43 >p+0a=240" ...(1) 
2 l=342+43 u > BD =(, > mBD =90* 
>0+0=90 ..(2) 
Clave E 
De (1) y (2): P —0 = 1500 
PRACTIQUEMOS Por propiedad del ángulo exterior de la 
AABC: Decágono regular Nivel 1 (página 88) Unidad 3 A 
A CD Comunicación matemática y B0 _ 1500 
-R(- 1. 5 
> l=>5 (15 1) x=75* 
Dato: ly = V5 —1 Clave D 
15 -1= (15 1) 
eZ 
Clave D 
2. 
3. 


CD Razonamiento y demostración 


4. 
120* 
A AS Clave B 
O B 
8. 
Del gráfico: 
m 4HBC=m 4 BCE 
= ABPC triángulo isósceles 
Luego: a Del gráfico: OM es el apotema de un triángulo 
m BPC= MHE=mBC _ 135" 45” equilátero 
2 2 > OM=az= 5 
m 4 BPC =45" _6_ 
OM = q 3 EA 
Luego: -0M=3 La prolongación de MC pasa por N ya que 
En el ABPC A mNB= 90% 
BC=(g=xV2-42 siga CB es el lado de un cuadrado de circunradio R. 
Por dato ER 
_ 5. CB=RY2 
BC= Y2-42 NB=Ry/2 
x12-V2 =42-42 El ACBN es isósceles, entonces: 
Sel 65% + 657 + 45" + x= 180* 
-. PB=1 cm x=5* 
Clave B 
Clave A 
9. 
Del gráfico: 
AB=R/2 > AB=(¿ > mAB = 90? 
BC=R/3 => BC=0, => mBC = 120" 
Por ángulo inscrito en la circunferencia: 
_ mABC _ 90% +120% _ ¿no 
x= EC EN 105 
. x= 1052 
Clave B 
Palo aaa : Trazamos la bisectriz BM del 40BA 
AG diámetro; mZ4EAG = 30" 6. Ñ AB =MB=0M=l1o i 
AEG notable de 30* y 60? 
>AG=2R:AE= R/3 NS B Por propiedad de semejanza: 
Por dato: B > (Lo =R(R — lio) 
AG-AE=3 Resolviendo: 
2R—Ry/3 =3 > 29 = 548 1) 
R=3(2+/3) po Clave D 
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10. En un triángulo equilátero tenemos: 


Inradio: apz = > 


Circunradio: R 
R 
Inradio 2_ 
Circunradio. R 2 


Clave D 


11. 


De la figura: 
mAB = 120” A mCD =36* 
Luego, por ángulo exterior: 
ds A =422 

Clave C 
Nivel 2 (página 88) Unidad 3 
CD Comunicación matemática 


15. 


Del gráfico: 


R/2 =4/6 =>R=44/3 


h = apg — apz Para el hexágono regular: 
_RAZRZR =R 
>h Y3 = (13 1) 6 
2 2 2 > ló =4 4/3 
Dato: Piden el perímetro del hexágono regular (2p): 
R=43 +1 


> 2p = 6(U5) = 6(44/3) 


¿h= LAN -. 2p=24/3 

Clave B Clave D 

19. 
mZABD = mZACD =90*_ Por dato: mPBQ = 120* 
> NABCD es inscriptible y AC es diámetro. =PQ=l, 
mBC = 30? 6=R/3 >R=24/3 
> BC = 0) =RY2-43 Luego: 
l4=R/2 =(2/31(42) 
Del gráfico: R =2 0.0 =246 
Clave C 


-.BO=242-4/3 


1z. Clave D ' 20. Ambos polígonos tienen el mismo radio (R). 
13. Primero trazamos un diámetro perpendicular al An POr PnMeno triangulo regular = 30 
diámetro AB, es decir, el diámetro PQ; luego de- i > 3(03) = 30 
terminamos el punto medio de OA, trazando con 51 
' Ñ a 1043 
radio R y centro en A un arco que determina el RV/3=10>R="42 
punto C; luego trazamos CH perpendicular a OA; Para el hexágono regular: 
luego con radio HP y centro en H determinamos Gate 1043. 
el punto D sobre AB; nuevamente con centro en 6 6 3 
P y radio PD determinamos los puntos 1 y 2, aho- Piden: perímetro del hexágono regular (2p) 
ra con centro en 1 y 2 y radio PD determinamos 2x= 36" 10/43 
sobre la circunferencia los puntos 3 y 4, finalmen- x= 18" +0) > a(0:3) 
te los puntos P; 1; 2; 3 y 4 son los vértices de un Clave A .2p=204/3 m 
pentágono regular. Clave D 
CD Resolución de problemas 21. 
17. 
Por dato: R= /2 m, mAB =90*, mBC = 120" 
AN =FN Entonces: 
> mZFAN =mZAFN = 60? AB=0=RY/2 =(42)/2 
Por ángulo inscrito: >AB=2 
mFC = 120" BC=0¿=R/3 =(42)/3 
FEED GD =40* =80= 46 
409 = 360% Del gráfico: AC = AH + HC 
n =AC=1+ 4/3 
=n=9 AC=(1+ /3)m 


18. 


9(9 — 3) Clave E 
2 


-.n.? de diagonales: =27 
Clave B | Nivel 3 (página 89) Unidad 3 
CD Comunicación matemática 
22. 
23. Primero determinamos los puntos 1 y 2 trazando 
un diámetro perpendicular a AB; luego con centro 


Ambos polígonos tienen el mismo radio (R). 


Para el cuadrado: 
la = 4 /6 
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en B y radio R determinamos los puntos C y D; 
CD divide a OB en su punto medio E. Ahora con 
centro en E y radio IE hallamos el punto F sobre 
AB; nuevamente pero ahora con centros en 1 y 
2 y radio IF hallamos sobre la circunferencia los 
puntos 3; 4 y 5; 6 respectivamente; finalmente 
con el mismo radio IF, pero con centros en 3; 
4; 5 y 6 determinamos los puntos 7; 8; 9 y 10 
respectivamente. Luego, los puntos 1; 2; 3; 4; 5; 6; 
7,8;9y 10sonlos vértices de un decágono regular. 


Si OM =r; del dato: AM = 2(OM) 


=> AM=2r 0. (1) 
AAMO es notable de 53%/2 
= m  MAO=53/2 y AO =r45 
Luego: O¿A=AN = 0/B 
O¡A=AO + ON =r 45 +r 
. O¡A=r(/5 +1) 

(OA)(/5 — 1) 


sr RÁ) 


De (1) y (2). AM= (121 - 1) 

En el AAMO;: AM= ly => m 4AO¿M = 36% 
Además AAOSB es equilátero 

-. mMB =mAB — mAM 

Reemplazando: 

mMB = 60” — 36 =24* > m Z MAB= 122 
Finalmente: m 4 MAO =m 4 MAB 4 m BAN, 
Reemplazando: 

5392 =122+x => x=29%2 


-- mBN =29* 
Clave C 


25. Trazamos HC 1 BD yDE 1 AB 


.. AAED = ADHC = ABHC => ED = HD = HB 
En el ADEB (notable de 30?) 


66 l Intelectum 4.2 


26. 


M 4 EBD =30* 


En el ÍMBHC: m 4 HBC 4 m 4 BCH=90* 
Reemplazando: 

70-30” +0=90* = 80=120 .:.0 
En el ABCD: BD = (y9 => BD = (BC) W/2 


-BD=44/2-4/3 


15* 
43 


Clave B 


Del gráfico: PNC es notable de 30* y 60. 

> NC=a,PC=2ayPN=ad/3 
AABC es equilátero, entonces: 
AB=AC =BC= ly 
=> BN=BC-NC=(3-a 
AP=AC —PC = (3 — 2a 
Por el teorema de las cuerdas: 
l.  (BN)(NC) = (NH)(QN) 
Reemplazando: ((¿ — a)(a) = (1)(2 + a/3) 

> al4=2+0a43 +2? sc (0) 


Il. (AP)(PC) = (QP)(PM); reemplazando 
(03 — 2a)(2a) = (2)(a/3) 
> 2aly -4a?=2a4/3 +2 (2) 
De (1) y (2): 2(2+a/3 +3?) -4a?=20/3 +2 
4+2a4/3 +2a-4a?=2a/3 +2 
a=1=a=1 
Reemplazando en (1): , =3 + /3 =R/3 
R=1/3+1 


Clave B 


CD Resolución de problemas 
27. La medida del radio es igual a la medida del lado 


del hexágono. 

=>R=6m 

* El lado del cuadrado es: RV/2 =6V2 m 
« Su perímetro es: 4(6/2)=24/2 m 


Clave C 


28. Según el enunciado: 


30. 


* Se nota: mAE = 80" = 0 =20" 
+ 360" : 20? = 18 
* El polígono es de 18 lados. 
+ El número de diagonales es: 
18(15) — 
a 135 


Clave D 


. Por el teorema de Ptolomeo: 


bn/2 = xn+an 
Donde n es lado del cuadrado. 
=>b/2 =x+a 
“.x=b4/2 -a 
Clave B 


Dato: 
BO=/5+1=>R=/5+1 


o (5-1) 
Boa a 
2 2 


BD = 18+005-1) - 


1 

=m2ZDAB = 30" 

.mZA= 150? 

Clave B 


AC =2 4/4 + 2/3 
AC =2(/3 +1) 
2R=2(43 +1) 
R=4/3 +1 


Por teoría: 
MB =RyY/2- 4/3 
MB= (43 +1)42- 4/3 
MB = /2 
En el AMBP isósceles: 
40" =15% +x 

x= 25" 

Clave B 


APLICAMOS LO APRENDIDO 
(página 91) Unidad 3 


H n + 2n 1 


Sragc = 120 m? 
3n-2h 
2 =120=>nh=40 


> Sapac= — Jl 


Se Sapoc =40 m? 


=nh 


17? =8? + (a +6) 
289 = 64 + (a +6)? 
225 = (a +6)? 

t5=a+6>a=9 


Saasc = Sango + Saape 


28 e = — +SaaDo 


60 = 24 + Saapc 


ds Srapc =36 


Piden: 


:b 
Sacó = Ex 


Dato: 

a+b=7 

(a +b)?=7* 

a? +b? + 2ab=49 


5 


25 + 2ab = 49 
2ab=24 
ab = 12 
Reemplazando (2) en (1): 
Sacó = 6 cm? 


ÁREA DE UNA REGIÓN PLANA 


Clave D 


Clave C 


(2) 


Clave B 


Del gráfico: 
S= E D.seno 


S+24= 22 0n0 


De (1) y (2): 
S+24=4 (5510) 


(1) 
(2) 


10-143 kh=4 
Aoagcr =2k . h =2(4) 


: eo 
-Ajpgcr =8 Mm 


NS 


Observación: 


E. 


A.ABCD 
2 
A.agco = 30 m 


Clave C 


si LE 


> A; = A, 
Además: 
AyA) =BC 


2A4gpc = 2(9 + 6) 


Clave A 


ClaveD 8, 


Y B Cc 
IÓ ' 
E AN, 


P D 


10. 


Por dato: 2a + 2b = 24 
>a+b=12  ..(1) 
Además: R= /74/2 


En el EOHD por el teorema de Pitágoras: 


a? (b?_p2, a,b? _ 74 
(5) +(%) RS ra 
>a+b?=74 ..(2) 

De (1)y(2):a=51b=7 


Piden: 
Aasco = ab = (5)(7) 
-«Anapco = 35 em? 
Clave E 


Por dato: 


b+n 


> =a>b+n=2a 


Trazamos CE // BD, entonces el /BCED es un 
romboide. 

El EM ACE resulta notable de 45". 
2Zh=b+n>h=a 


Piden: 
A ABCO = (23). h= (Ho e 


; 2 
“«Anagco = 4 


Clave C 


En el px APB por relaciones métricas: 
6? = (4k)(b) > bk =9 
Piden: 
Amen = (5k)(b) = 5(bk) = 5(9) 
A AL AHED = 45 


Clave D 


SeaA el área de la región sombreada: 
n- 304 _ 4n 2 


A 3 


Clave A 
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11. Asomb, = 400 — 100n 
Asomb. = 400 — 100(3,14159) 
-Asomp, = 85,84 cm? 
Clave E 
Ñ PRACTIQUEMOS 
sempre =Agc= As =Ña Nivel 1 (página 93) Unidad 3 
CD Comunicación matemática 
= ELE - (500 Ro, m-300 Ri) 4. 
2 360" 360" A 
2 o p2  p2 2 E 
=R LE — =R E A CD Razonamiento y demostración 
rR?2 3. 
+" Asombreada = 2 (13 - 1/2) 
Clave E 
12. 
Área del ADEC: 
- 6x12 0_6x12. 4/3 
S= > sen60” = 7 Xx 
R/2 =4> R=24/2 s- 2243 _18/3 m? 
Sea A el área de la región sombreada: 4 Cb 
2 p? p? ¡ave 
= 2 (7 p_ RO, Ro RO 
AR (PRE) |, 
=p ém AR 2 HR? 2 
A=r.R- E PR+S =TR > +R 
A=1n.8- — +8=4n.+8 
A=4(m +2) m? 
Clave B En el LOPD por relaciones métricas: 
(OF)? =(OC)IOD) > 4? = (hI(R) 
13. A > Rh=16 
Piden: 
Avasco =R.h=16 
Br Cc -«Axagco = 16 cm? 
Na) Clave B 
Di 
2 
Ss, = > =18m =>a=6 
2 
s,= 125 =32m = b=8 
2a(2b 
SraBc = ( ) = 2ab 
--Saage = 2(6)(8) = 96 cm? 
Clave D 2 
ls (138 = 161 = 50,24 
S=S, -28A - 28, 
S = 256 — (64 + 100,48) 
S= 256 — 164,48 .S=91,52 
Clave C 
6. 


Del gráfico: 


Asom. =A 4An 
10? 
Aron = (20) — AL) 
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a+0=45" : 
OO 15 |B=90 
Área pedida: A=A—Aa 
pr DOn(4 _ 4(4) 
TS 2 
A=4n-8  . A=4(n-2)m? 
Clave D 


CD Resolución de problemas 


Del gráfico: los lados del AO/0,0% serán 13; 15 
y 14. 
Sea: Sao,0703 = S 


Luego, por la fórmula de Herón: 
- 18+14+15 _9 


p 2 
S= /21(21-13)(21- 1521-14) 
S= /7056 -.S=84 
Clave C 


Por dato: R =4 
Por polígonos regulares: L = (4 =Ry/3' 


>L=44/3 
2 


Luego: Sarge = E — 


(4/3 /3 _ 48/3 
4 


> Sansc 7 


ale Sage = 12/3 
Clave D 


Piden: 4 
Angmo = 70 + MD)(8) = 4(9 + MD) ...(1) 


Del gráfico: bh OPN = Ex MQO (ALA) 

=QM=0P=9-r ..(2) 

Por el teorema de Pitágoras en el xOQM: 
(8-n?+(9-ni=r? 

r(34— 1) =145>r=5 


Reemplazando en (2): 
QM = OP =9 — (5) 
Luego: 

CD = CM + MD 

9=8+MD 

=>MD=1 
Reemplazando en (1): 
Angmo = 4(9 + 1) = 4(10) 


4>CM=8 


Sí Angmo =40 


Clave D 


x—a_b-x Prolongamos DC y AC, entonces el triángulo que 
a Xx se forma es rectángulo y notable de 37* y 53”. 
XÉ — ax =ab -— ax >BH=8AHC=6 
e —ab -S=x=ab En el lx APD por el teorema de Pitágoras: HD = 8 


Clave B Del gráfico: 


Suasco = SaaHo — Sane 
E (58) (216) 60-24 


SoAB 


-Siasco = 36 
Clave B 


10. 
20. 
Del gráfico: 
Ay =10? 00 = 100 — 251 
2 o 
ds n00/2) AD COJO) —2n —50 
n. 8sen0 8 258% 
NS E dd 40(27) o a EA Del gráfico: dx ANB = Ex DHC (A—L-A) 
“+ Asomp, = 50 m 
A=16 m? ma l a _ d-9 
Clave E Clave E Luego: 2k+9=d > k= > (1) 
17 En el ix AHC por el teorema de Pitágoras: 
¡ 2 2,0? 
11. d= (k +9) +9%...(2) 
Reemplazando (1) en (2): 
2_(d+9Y 02 
di= (E ) +9 
Resolviendo: d = 15 
En al ÍXMAO por relaciones métricas. Piden: 
AL)J=9.3 > AL=34/3 9+d 9+15 
Ferca ce et ALagco= ( > 9-48 o 
aL=X ion: 
Del gráfico: 
Del gráfico: L =2r 43 y (127 /3 a --Anagco = 108 cm” sá 
2 A = =364/3 ave 
L= 12% > *= + std 4 
(6/3)(12 
>= Ayaca= 02) 3613 
Piden: Entonces, el área sombreada es equivalente al 
Ay == (55) Mes — He área del sector circular de 60”. 
n(12).60* 
Clave A Asomb. NN A = 241 
, E ) Clave E 
Nivel 2 (página 93) Unidad 3 Por dato: a. está expresado en radianes./ 
CD Comunicación matemática CD Resolución de problemas q? 
12 18. P SA 3 000= 277 
” 5 
13. > Luego, los sectores circulares CO'D y AOB tie- 
CD Razonamiento y demostración ne asma e 
14. Por la fórmula trigonométrica: A a B > As con = ea 
A= + absenó da is Del gráfico: 
Por Pitágoras: _ 
El área (A) será máxima cuando: sen0 = 1 PB=20 Ay =2UA) + Asomp. 
 Amáx = ES di rl S sa 10(12) =60 L n=2(20) +A 
Clave B a ++ MAAPN — 2 => z 2 somb. 
Clave E 


> Asomp, = Lh — a? 


1) 
En el lx OHA: sena, = 7 > h = (sena. 


Reemplazando en (1): 


Asomp. = L(Usena) — ad 
-«Asomp. = ULsena. — lo) 
Clave C 
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Nivel 3 (página 94) Unidad 3 Entonces: 30. 
CD Comunicación matemática a, = 2% - (20) _ 10 
¿= e = 
22. 2 2 
2 
23. A¿=10m 
CD Razonamiento y demostración Clave C 
24. ados 67 
AS 5 E 
7 Del gráfico: 
M N c Además: a+b=8 ..(1) 
En el ÍNPQ por el teorema de Pitágoras: 
Considerar a O como centro de la semicircun- al +b?=50 ...(2) 
ferencia. . Luego, elevando (1) al cuadrado: 
Del gráfico: Del gráfico: al + 2ab + b?=64 
Aamos = Áason pc EY 600 NB _ 2 5 > 50 + 2ab = 64 
1 2(7) 360" 4 3 2ab=14 .. Anno = 14 m? 
Aagon = y (ABI(BC) = =7 =3,5 Piden: 
i Clave C 
-«Aamos = 3,5 Asomo, =6A = 4n — 643 
Clave E 
Asomb. = 2 (21 — 3/3) 
25. Clave C 
CD Resolución de problemas 
28. B C 
37 Del gráfico: 
BE N _(1+3 ER 
Del gráfico: AAPF — ACPB A AERD — ACRB AZ 2A= 2 1 + ho) A=hy +ha (1) 
2 1+x 
Luego: A í b A= (12 Jn ..(2) 
_12-8 _ a 
Aso 08 =5=0 Del gráfico: A= (4 +3 Jn (3) 
Piden: O: punto de intersección de las diagonales E 
Asomb. = 98 =5(6) = 30 G;y: baricentro del triángulo ABD De (1), (2) y (13) X=Y/5 m 
-Asomp = 30 m? G): baricentro del triángulo ACD Clave C 


Clave A 


29. 
Del gráfico: 
na? Tb nr 
a e a E 


Luego, del triángulo rectángulo, por el teorema 
de Pitágoras: 


al + (21? = (a + 2b) 
al +41 =a? + 4ab + 4? 
>P=ab+b? 
Por dato: 


A¡=9>a=3 a 
T 
A) =4>b=2,/2 
T 


Reemplazando en (1): 
2 12,8_20 q 
T T T 


(1) 


r 
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Gz; baricentro del triángulo BDC 


32. 
Piden: 
Ssomb. 6S_ SS 1 
total 12 2 
Ssomb. 1 
Stotal 2 
Clave A 
Por el teorema de la tangente: 
p (AT)? =(AM)AN) 
(AT)? =(41(8) > AT=4/2 
(PF)? =(PN)PM) 
A A. - (PF)? = (4)(8) > PF =4/2 
ta E qe Luego el Ex ABP es notable de 45 
Para la mediana BC: >AB/2 =AP 
Saagc = Sac = S di a _ 3 
Para el AABC, por la fórmula de Herón: + 1=247 
- 13414415 _ Del gráfico: el XMOH y el BxOHN son notables 
p 21 
2 de 45”, 
S= /21(21- 13)21- 140121 - 15) Piden: 
S = /7056 a 20212) _ (2/2) seno" 
8d MN 360" 2 
5 ALMN =2n-4 
-Sagce = 84 “¿Alu = 2(1. — 2) 
Clave C Clave A 


MARATÓN MATEMÁTICA 
(página 96) Unidad 3 


Nos piden: Arau 


Arann = Aagao + Aagmo + Aaono + Aamno 


= mZMAO = mMBO = 22,5” 
Del EsOHM: 


De la gráfica: 


Por rectas tangentes a la circunferencia: 
MP=m y PN=n 


Ñ —Anngm— ÁnaDn SiOH=x => OM=xY/2 
Ñ (2R)(2R) (R+m)(R)  (R+m)(R) Del MOB (notable 22,5" y 67,5”): 
MS A 
o tnsapa EMB 
2 ¿MiM(R)_2R(R+m) _ 2R(R+n) i /2+1 OB 
CDs: E 
Xx 
2 > = 
OH o AsamN = e = R? V2+ 1 2+ V2 
Clave B 
De la gráfica: r =2r,; OO, = ry; OO, =2r> — Fy x=1 
Del 50/00): Clave E 
¿e A 
(1, +12) =(2r) — 1) + 1 7. 
17420 1) 41% = 415 — dar, +7 +15 E 
Gr,r) = 415 T 
n_ 2 
> Y 3 
Nos piden: De los datos: QE// AT y QE=DE 
nr = m4DQE = m4QDE = mZATD = 0 
PO Bj (3) 4 AT=AD = CD=2 
A mayor ró r 3 9 Afias ral 
E $ : De ea tesi Si trazamos 0,0, y O,N: 
= = a 
Clave D És ña ci mZTEQ e did El E50¿NO, es un triángulo notable 37* y 53% 
2. De la gráfica: = mIL =37 
El ATAPD es inscriptible; por el T. de cuerdas Del dato: 
(TC)(PC) = (AC)(CD) = ZA = 
> TC.PC=4.2=8 “:S=PG TC=8 mMT =23* y mTL =37* = mML =60* y 
clave] ML=0=2R 
Por propiedad: m.4STN = mZLTN = 45? 
> mNS =90* y NS =0,= 3R/2 
Por dato: Nos piden: 
mZTQC = mTQ =u ML __2R__Y2 
NS 3R/2 3 
Clave B 
Por ángulo central: m4Q0T = a aye 
> m2QCT =m4QTC=0+a 
Por semejanza: ATOQ — ACQT 
OT _0€ _ or.cTr=70.cQ Si: QP // BM 
> R.r=8.8 => RT=64m? (0 A 
Nos piden: Si: OR // BC 
2R.r 
Armea= AE =R.r AQ_0R_4_x 
a? IA Clave D 
De (1): 
Amcs =R.r=64 m? 
Clave B 


Del cuadrilátero OMFB inscriptible: 
mZMOF = mZMBF =45* 

De la gráfica MO es mediatriz: 
mZMAQ = mZ4MBO 

mZMAO + m.4MBO = mZFMB = 45? 
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0 Unidad Y) 


RECTAS Y PLANOS EN EL ESPACIO 


APLICAMOS LO APRENDIDO 
(página 99) Unidad 4 


1. 
5: 
La intersección de los planos Hy, Hz y Hj 
determinan el punto P. 
Por lo tanto, son necesarios 3 planos para 
determinar un punto. 
Clave C 
2: 


Del gráfico: 
NB: proyección de AB sobre el plano Q. 6. 
Por dato: AN=4 A AB=5 
Piden: BN = x 
En el IMANB por el teorema de Pitágoras: 
+45 
Xé=9 
¿x=3m 
Clave C 
3. 
7. 
Trazamos: EC //AB => EC =AB =8 
Además: 
EC _L FB => el AECF es rectángulo 
Por Pitágoras en el MECF: 
(EC)? +8%=10* 
(FCY + 64 =100 > (FC)? =36 
-.FC=6 
Piden: 
FB — EA = (FC + CB) — (CB) 

>FB-EA=FC=6 
-.FB-EA=6 

ClaveD 8. 
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Del IXCBP notable de 30” y 60”: BP =5 
En el PBA por el teorema de Pitágoras: BA= 12 


En el IMABC por el teorema de Pitágoras: 
x=12 + (5/3 ? =144 +75 


> x?=219 
“x= 4219 


Trazamos JB, por el teorema de las tres 
perpendiculares: m4JBR = 90? 


Clave D 


En el IMJAB por el teorema de Pitágoras: 
(JB)? =3? +42=25=JB=5 


Del IMJBR notable de 45*: 
JR = (4B)W/2 = (5)/2 
“.x=54/2 


Trazamos MA perpendicular al plano Q, además, Clave B 
AM es perpendicular al plano P. 
En el IMAN por el teorema de Pitágoras: 10. Por dato: Cg = 10 
opi aEZ 
+ 200= 25 Entonces: 
Xx + 400 =625 => x2 =225 no 
7 =10 
“.x=15m 3!(n— 3)! 
n(n—1)(n-2)(n-3)! _ 
Clave B —— 31 =10 
n(n — 1)(n — 2) = 60 =5(4)(3) 
Comparando: n = 5 
Clave C 


= Para determinar un punto son necesarios 3 
Del gráfico: planos. (Ver el problema número 1). 


MP es perpendicular a PN. , : 

= Para determinar una recta son necesarios 2 
En el EXMPN por el teorema de Pitágoras: planos. 
x= 15% + 36? = 1521 


X= 39 
Clave A 


= Para determinar un sólido geométrico son 
necesarios 4 planos. 


En el ÍIXPAM por el teorema de Pitágoras: 
e =7? +24? = 625 
¿E = 25 


Clave E Clave D 


Sabemos que el máximo número de planos que 
determinan 12 puntos en el espacio será: 


ar 21 (12)(11)(10)91 
3123)! 3 (BJ 


cl? = 220 


12. 


CP 


Por lo tanto, serán 220 planos. 
Clave A 


Del gráfico: 2. 
MA: proyección de PQ sobre el plano H. 


En el ÍxPMA por el teorema de Pitágoras: Il 
(Pay =5* + 12 " 


.. (F) porque, la recta no tiene inicio ni fin. 


. (V) por definición. 


Piden: 
FN — EM = (x + a) — (a) 
=FN-EM=x 


En el IMEFF por el teorema de Pitágoras: 


. (F) porque se tiene que especificar que son 2_ 912,2 
(PQ) = 169 coplanarias. e ds 
PQ =13 =>x=4=x=7 
IV. (F) porque no especifican si son colineales 
Clave B 0 coplanarios. ¿¿FN-EM=7m 
Clave D 
13. 3. 
|. (V), por definición. CD Resolución de problemas 
II. (V), por definición. 7. El máximo número de planos que determinan 6 
III. (V), porque un plano está formado de varios puntos en el espacio es: 
puntos. 
IV. (V), puede pertenecer tanto a una recta o Cé= PE BP (615)(493! =2 
3 EJ I 
como a varios. (3191 (6)3: 
Clave D Por lo tanto, se pueden determinar 20 planos. 
Clave D 
neg: - CD Razonamiento y demostración 
4. 8. 
AR. al | 
2 2 
177 
Ú 
En el IXHT por el teorema de Pitágoras: Lib PAS 
TH=L 
Piden: Del gráfico: Pan a 
Mas pra e ela HB: proyección de AB sobre el plano N. AH: proyección de AP sobre el plano Q. 
Por dato: HB =30 A AH=40 En el EXPHA por el teorema de Pitágoras: 
“Anar = - Piden: AB 102 =6? + (AH)? 
2 
Clave C En el DMAPB por el teorema de Pitágoras: > (AH) = 64 
(AB)? = 40? + 30? ¿AH =8 
14. Del enunciado: (AB)? = 2500 Clave D 
n= 05 51 (61499! --AB=50 m 
3182 (312 ClaveD 9. 
n=10 A 
on a (43 5. Acomodando la figura: 
381 al 20 16 
m=4 [4] 
Piden: d 
m+n=4+10 
-.men=14 Del gráfico: 
BRUIGiA ida DB: proyección de AB sobre el plano H. 
PRACTIQUEMOS > AABC es equilátero En el IMADB por el teorema de Pitágoras: 


Nivel 1 (página 101) Unidad 4 


CD Comunicación matemática 


A 


A 


(642)? /3 


AABC = 4 


AABC = 18/3 m? 


Clave A 


20? = 16? + (DB)? 
> (DB) = 144 
DB = 12 
Clave D 


10. El máximo número de planos que determinan 8 
puntos en el espacio será: 


g_ 8(8-1)(8-2) _ 8(7)(6) _ 
C3 = 6 ar ÁS 56 
Por lo tanto, se pueden determinar 56 planos. 


Clave D 
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Nivel 2 (página 101) Unidad 4 En el IMABD por el teorema de Pitágoras: Como FD = 12 — x, luego con el dato: 


CD Comunicación matemática (ADJ = (aby + (BD)? EB=11-x 
11. el MES Por teorema de Thales: 
“. AD=17 EB  FD 
A) B) Clave D — + — 
16. “-x=9m 
Clave B 
Q 
20. 
o 104 / 
12. 
|. (F) Varía entre 0* y 180*. Del gráfico: 1 
II. (V) Por definición. AH: proyección de AB sobre el plano Q. 
111. (F) Varía entre 0? y 360*. BH: distancia entre los planos P y Q paralelos. 
IV. (F) Tiene solo 3 aristas. En el DAHB, por el teorema de Pitágoras: Se traza: BH //A'B' 
ClwA]  é+ Eo Sl a En el MAHB: AB = 4/15%+ 30 
13. NN -.x=10m -AB=1545 cm 
l.. (E) por definición, por un punto pasan Clave A Clave A 
infinitas rectas. 
II. (F) dos puntos determinan una recta. CD Resolución de problemas Nivel 3 (página 102) Unidad 4 
111. (F) porque tienen que ser colineales. 17. El máximo número de planos que determinan 7 ' 4 Comunicación matemática 
IV. (F) pertenece a infinitos planos. PROS: 21. IC; IID; INE; IVB; VA 
Clave D e WS. PO. e 
6 6 
CD Razonamiento y demostración ¡ se 
E y Por lo tanto, se pueden determinar 35 planos. |. (E) porque está incluida en varios planos. 
: A Clave A Il. (F) porque está incluido en infinitos planos. 
18 111. (F) porque pertenece tanto para una 
10 i como para todas las rectas. 
IV. (F) porque por una recta pasan infinitos 
bh planos y por definición de planos se 
/27 necesitan dos rectas. 
Del gráfico: un 23. 
E ión de AB I pl , . a 
da ibid 8 sÓpIES dci 2 Por el dato: la medida del diedro AB es 37? L (F) si son paralelas forman un plano. 
Por dato: HB =24 A AH=10 = m4MOH = 37* : 
a ] Los triángulos rectángulos ONM y OHM son 130) ESTE Ai aida 
En el SAHB lol el USIEIa de Pitágoras: congruentes (L-L-A), entonces: III. (F) si son alabeadas no pasaría un plano. 
Bl =10%+24 mZNOM = mZMOH = 37/2 IV. (V) por definición. 
=> (AB) =676 Piden la distancia de Ma AB: MO =x et 
“.AB=26 Del IxMHO notable de 37/2: 
Clave D MO = (MH) 4/10 = (2)4/10 l a 
¿e 2410 CD Razonamiento y demostración 
15. 24. 
Clave B 
19. 
Del gráfico: Del gráfico: 
En el IMBCD por el teorema de Pitágoras: En el IMBCD por el teorema de Pitágoras: 


(BD)? = 9? + 8? > (BD)? = 145 (BD? = (2/3)? + (3)? > (BD)? = 21 
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25. 


26. 


En el lMABD por el teorema de Pitágoras: Entonces: 
(AD) = (AB) + (BD)? (ABE) 30. (AB) =12 
(AD? = (2)? +21 2 
(AD)? =25 Piden: 
Dos Aasec= LD — 3 cap) 
Clave D 3 
ls >Aaasc = 7 (12) 
Como MN //AC  = MN es paralelo al plano 2 
“Anc = 18 m 


ACH. Toda recta perpendicular al plano ACH 
será también perpendicular a MN. En particular, 
BD 1 plano ACH, por ser BD 1 AC y BD AH. | (1) Resolución de problemas 
Si BD interseca a MN y AC en los puntos E y 27. 
F, respectivamente, entonces EF da la mínima 
distancia entre MN y CH, que es la misma que 


Clave A 


El máximo número de planos que determinan 30 
puntos en el espacio será: 


ES 30(30 — 1)(30 —2)  30(29)(28 

hay entre MN y el plano ACH. En el cuadrado CÍ = pora) E AAIen = 4060 
ABCD, F es el centro: , 

Por lo tanto, se pueden determinar 4060 planos. 

Clave A 
28. Grafiquemos: T está en un plano distinto a m, 
m' es la proyección de m sobre S. 
30. 


o _ad2 
Es decir: EF = > PER 
Clave B Se observa que el A BFH es equilátero: 
HF =3 uo (1) 


xes la medida del ángulo de cruce entre 
AB y EF, ya que EH // AB. 

Como EH=AB > EH=4  .. (2) 

Con (1) y (2), en MEFF, recto en H: x = 37? 


Clave C 
Por el teorema de las tres perpendiculares: 
CH AB 
Sea: DH = 5h 
Por dato: A, agp = 30 m? 
GEOMETRÍA - 


AB? + CD? = 256 ... (dato). 


Sean: M punto medio de AC y N, punto 
medio de BD. Incógnita: MN. 


Si H es punto medio de AD 

NH = ee y NH // AB, en ABAD 
MH = Le y MH // CD, en AACD 
Por dato: AB_L CD 

o. MH L.NH 


En el triángulo rectángulo NHM, aplicamos 
teorema de Pitágoras: 


MN? = MH? + NH? 


2_ (COP, /(ABY_ AB?+CD” 
> MP = (57) +(4) = z 
Conel dato: .-. MN?= Ez MN =8 
Clave B 


Del gráfico: 


O: punto de intersección de las diagonales del 
cuadrado ABCD. 
2/7 =%k=k= 22 


En el ÍMOC, por el teorema de Pitágoras: 


24 k2= a? 


Clave A 
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APLICAMOS LO APRENDIDO 
(página 104) Unidad 4 


1. Porel teorema de Euler sabemos: 


C+V=A+2 
20+V=30+2 
“.V=12 
Clave B 
2. Seaa: la arista de un cubo. 
d=24/3 (dato) 
a/3=2/3=a=2 
Piden: 
Ay = 6a? = 6(2)? 
¿Ap =24 m 
Clave A 
3. Dato: S= 1800". 
Pero sabemos que: 
S = 360" (V — 2) 
Entonces: 360%(V — 2) = 1800” = V-2=5 
=>V=7 


Por el teorema de Euler: C+V=A+2 
>A=C+5 ..(1) 


Pero por dato también: C +V +A = 28 
> C+7+A=28 
=>C+A=21  ..(2) 


Reemplazando (1) en (2): C+C+5=21 
=> 2C=16 
2 0=8 


Clave C 


4. Sabemos que: S = 360*(V — 2). 
Pero: S = 3600" 


Entonces: 3600 = 360*(V — 2) 
=>V-2=10 
=> V=12 


Por dato también: A=2C +2 sd) 


Por el Teorema de Euler: C+V=A+2.... (2) 
Reemplazando (1) en (2): 


C+V=2C+2+2= C+12=2C+4 
=C=8 


Clave A 


5. Seaala arista de un tetraedro regular. 
Se cumple: 


p= 2/6 A Ap=a2/3 (1) 


Del dato: h=6/6 
Entonces: 
2% 6/8 > a=18 
Reemplazando en (1): 
=Ap=18%/3 
. Ap=3244/3 m? 
Clave A 
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POLIEDROS 


Por dato: d = /6 
>2a/3=4/6 =>a=4/2 


Piden: el área total del cubo. 
=> Ay =6a? =6(42)* 


. Ap=12 
Clave A 
Sea a: la arista de un tetraedro regular. 
Por dato: a = 6 
_a/6 _ 6/6 
A E 
.h=24/6 
Clave A 


La sección determinada al trazar un plano 
secante y paralelo a una cara que pasa por el 
punto medio de una arista es un hexágono 
regular. 
2/3 ] 

4 


Luego su área será: S= al 


2. S=64/3 


Clave C 


Piden la altura del tetraedro regular (h). 
Sabemos: 


OA 
e e 


Clave C 


Por dato: 
El área total del tetraedro regular es 49/3 . 
Ap =494/3 
a /3 =4943 =a=7 
Piden: volumen del cubo (V). 
> V=a?=(7) 

.V =343 

Clave A 


11. 
nl a 
1 E 
a 
; 
a 
Para el cubo: 
d=(1)43 =d= /3 
Por dato: a=d 
=a= /3 


Piden: el área total del tetraedro regular. 


Ap = 2/3 =(/3)? /3 


Ar = 3/3 
Clave B 
12. 
2 
SÁ 
Piden: 
A¡=2a2/3 =2(2)*/3 
“Ar = 8/3 
Clave A 
13. 


Piden: la diagonal del octaedro regular (d). 
=> d=(6)/2 
-.d=6/2 
Clave D 


14. 


Un cubo presenta 4 diagonales: AG, EC, BH y F 
de igual medida (d). 


Por dato: 
4d=84/3 =d=24/3 
Entonces: 
a/3 =2/3 =>a=2 
Piden: 

Ar =6a? =6(2)? 
.Ap=24 


Clave B 


PRACTIQUEMOS 

Nivel 1 (página 106) Unidad 4 
CD Comunicación matemática 

1. 


|. (F) no tiene superficie curva. 
II. (V) por definición. 
III. (V) por definición. 
Clave C 


CD Razonamiento y demostración 
4. Un dodecaedro regular tiene 20 vértices. 


Clave C 


5. Sea: 


C: n.? de caras 
V: n.? de vértices 
A: n.? de aristas 


Por dato: 


C+V+A=32 1) 


Por el teorema de Euler: 
C+V=A+2  ..(2) 


Reemplazando (2) en (1): 
(A+ 2) +A=32 
=2A=30 
.A=15 


Clave D 


6. Para calcular el número de diagonales de un 
octaedro regular usamos: 


Np=CY-—A- XD, 41) 
En un octaedro regular: 
V=6;C=8yA= 12 


=Cy=0= 4, =15 


...(2) 

El octaedro regular tiene 8 caras las cuales son 
triángulos equiláteros, por lo tanto, no tiene 
diagonales en las caras. 


=>YD¿=0  ..(3) 

Reemplazando (2), (3) y el n.* de aristas en (1): 
Np=15-12-0 

Se No = 3 


CD Resolución de problemas 
Te 


Por dato: el área de una cara del cubo es 64. III. (F) 8 vértices. 
=>A=64 IV. (V) por definición. 
2_ EE 
a =64=a=8 Clave C 
Piden: 
Suma de las aristas = 12a = 12(8) CD Razonamiento y demostración 
... Suma de las aristas = 96 14.d= 4/6 > a/3 =4/6 > a=34Y2 
Clave C Nos piden: 
8. añ 
5 
a 
5 
5 5 alaí2) 
2 
Piden: el área total del tetraedro regular. S 12/42 /2 — 7 
> Ap= (6)? /3 DS 
“Ap =2543 Clave B 
Clave C 
15. 
9. 
Por dato: : 
6a=36=a=6 ECOS 
nd En el tetraedro regular AG, es perpendicular a la 
Piden: el E total de tetraedro regular. cara BCD. 
HSA Se observa BA // G,G 
¿Ap =364/3 
ciel Además E IBG/A — IMG/HG: 
x_ay3 
x- 28 3/6 
10. "5 mz 
Clave C 
16. 
A 
2 
Por dato: el área de una cara del icosaedro dl 
regular es S. 6 
Como el icosaedro regular tiene 20 caras iguales, E 
entonces el área total (Ay) será: INMEP: notable: 
Ar = 208 
só SiME=6 > EP=8 y MP=10 
7 : IXMPP notable: 
Nivel 2 (página 106) Unidad 4 SiMP=10 > HP=5 y MH=5/3 
Clave B ' (> Comunicación matemática 
11. DMEH: a? = (5/3) —6? > a?=39 
El volumen del prisma es: 
1 V, =Ag(8) > V, =39(8) 
13. V, = 312 
|. (F) la interseca en 2 puntos. Clave E 
II. (F) 20 caras. 
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CD Resolución de problemas 


17. 
El volumen de un tronco de prisma triangular 
recto (V) será: 
_ 0+0+31 _ 3(8) 9 
V= Ap) = 2240 =3 
Sea V, el volumen del sólido generado al unir 
los puntos medios de todas las aristas del cubo. 
Entonces: 
Veubo = Vx + o 
6 =V,+ 8(7) 
.W, = 180 
Clave A 
18. 


Del gráfico: 


El sólido que se forma al unir los centros de las 
caras del cubo es un octaedro regular. 


En el MOHO): b = 5 

Luego 

Y. = E (a zz 

oct 3 ,) 3 
3 V, 

Voat. = 6 > Voot. = e 


Por dato: Vaypo = 120 
_ (120) 


oct. — 6 
¿Moe =20 


> 


Clave A 


19. Sean a y blas aristas de dos tetraedros regulares. 


Por dato: b =a/3 


alo 
Si (2) 


Reemplazando (2) en (1): 
Am (5) 2d 
Sia 
Clave A 


78 l Intelectum 4.? 


20. Sea a: la arista de un tetraedro regular. 


Por dato: tr =24/3 


=> Ar=84/3 
a /3 =8/3 =2=8 
=>a=24/2 
Piden: el volumen del tetraedro. 
ENE. (2/2)%/2 _ (8)(2/2)/2 
12 12 12 
=¿ 0 
1 3 
Clave E 


Nivel 3 (página 107) Unidad 4 
CD Comunicación matemática 
21. 1 y ll; Il y Ill; IVy V 


22. 


l. — (F) en todo poliedro convexo se cumple el 
teorema de Euler. 


IL. (V) por definición. 
III. (V) cumple la regla de poliedros convexos. 
IV.  (F) sería en un poliedro no convexo. 


CD Razonamiento y demostración 
23. Paso 1: del tetraedro X-YWZ 


o 6 
R=ap= 12 
4 
Vestera sai 3 IR? 
0 410 (6) 46 
> inscrita en XYWZ = == 
esfera (3) E 
a ro /6 
216 


Paso 2: del tetraedro S-NIO 


Se sabe que la altura es: 


h=R+ap 
Donde: h: altura 
R: radio 
ap: apotema 


24. 


25. 


De la teoría 
_2a48.. 2a46.p_» 
M= 3 ap 12 UR=7 


R=h ap = 248 2/8 2/8 


_aY6 
dis 4 


> Vesfera circunscrita S-NIO = : AR 


Paso 3: Se sabe de poliedros conjugados: 


(==> a=30 


ad 0/6 
Vesta ¡nora en X-YUNZ 
"Master circunscrita en S-NIO — r(30%/6 


8 
E 
729 
Clave C 
Paso 1: 
El volumen del hexaedro ABCD-EFGH 
Vo =8 
Paso 2: 
El volumen del octaedro J-IMKN-L 
_e/2 
1 3 
Paso 3: 
Por poliedros conjugados sabemos: 
0= 2/2 
3 
Ms A al 
Vo Paya Ya * 
27 3 
Clave B 


Según el enunciado, tenemos un cubo con a 
cm de arista, como se muestra en la imagen 
siguiente: 


Se nos pide hallar el perímetro del triángulo 
ABC: 2P1180 


Sabemos por el enunciado que la arista del cubo 
mide a cm. 


Ya que el ÍM ADC es notable 45?, se determina: 
AC=a 2. 

En el IMCAB se aplica el teorema de Pitágoras: 
(Bo? =2? + (a/2) 

BC=a/3 


Se nos pide hallar: 20,480 
2Pangc=2a + a/2 +a43 
> 2PraBC UN a(1 =E /2 + 43) 


Se concluye que: 2Pag0: a(1 + 42 +43) cm 


Clave B 


26. Piden S. 
Del gráfico 


IMPAN — IMSBN 
BN 48 E 
Ea 1 
IAMBS — Is MFR 
_MB__ 1/3 = 4 
m+2 32 > “B=7 
En el iMSBT: 
2/2 _ 4/97 
sr (5) +28 2) > ST= 5 29 
JA 5 Baer =/A y spor(cosO) 
2/2 
2=s|2_|>2s5= Ú% > 85-464 cm? 
V97 3 
15 


Clave A 


CD Resolución de problemas 
27. 


Las diagonales de un octaedro regular son 


congruentes. 

(Esto es fácil demostrar). 

AO=0B= aya. 

=4 

OM = > 

En amoB: 1-4, 4 
(OF)? (OB “om” 
(E $ 1 
OF af 
dl de AE 


Clave A 


P baricentro del AABD 
Q baricentro del ADBC 


APBQ - AMBN: 
— > a (1) 

Siendo: MN = 2-4 2 (en AABC) y 
— = > (baricentro) 
En(ty E =£ . PO=2 


Clave B 


. Recordamos que: 


I c ] 


Según el gráfico, se cumple que 
ab =ch 


Nos piden hallar la distancia del centro a una 
cara. 


Sea O: centro del octaedro 
OM=3/2 

Teorema (3 perpendiculares) 
MO 10S A MS LAB 

= OT l, AAMB 


= OT: distancia del centro a una cara 


OT=x 
En el AMOS: 3(3 /2)=3 4/3 x => x=/6 m 


Clave B 


. Se tiene un hexaedro regular: 


Del cual se aprecia la siguiente pirámide: 


Por teoría se determina que el volumen del 
hexaedro regular es (2a)? = 8a?. 


Para hallar el volumen del poliedro debemos 
restar del volumen del cubo, 8 veces el volumen 
de la pirámide, así tendríamos que: 


Wooliedro = 8a* > a12a)=3 2 (Ba?) 


Entonces: 


Volumen del poliedro 5 


Volumen del hexaedro 6 


Clave D 
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PRISMA Y CILINDRO 


APLICAMOS LO APRENDIDO Entonces: Entonces: 
(página 109) Unidad 4 Ag, del cilindro =Ay = 2nr(rW/2) ÍR 2aÓR ar apR 
1. Piden: x A=2/Z 1% (1) E E E: 
o 2 
Dato: Agr =52 m A, del cubo =A, =4(rW/2 y? Asr= Has +2,+a3+... +2) 
Sabemos: Agy = 2(ab + ac + bc) A) = gr (2) 


Asn= E (2 
> 52 = 2(4(3) + 4x + 3x) =Asr = 7 (2PsR) 
Luego, la relación de áreas es: 


7x=14 (2):(1) Piden: el volumen del prisma oblicuo (V). 
x=2m A_ 8% _2/2 V = (Aspa, 
Clave B MA 2/2nr 7 ao R (29.2) 5 Rs 
Clave A Ñ Ps 2 
2 y=2k 
2 
Clave C 
8. 
Aplicando el teorema de Pitágoras en el ADC: 
26 =a? + 10? 
676 = 2? + 100 > a?=576 Por dato: Ag, =60 
=a=24 Entonces: 
j ; S 
sE añ Por dato: 2rh=S=rth= H 
Piden: 468) 60=a=5 | 2 
Asi = Axagco = 210 = (24) 10 en qe o V Piden: ] 
= =a gq = 
Ag =240 cm? a Sl Ag,=2nr.h=21( >) 
Clave C Clave E 2. Ag =118 
3 Clave B 
j 6. Por dato: 
+ Agr=1001%. m?  ...(1) 9. 
* r+g=25 ... (2) 
De (1): 
2Abase + As. = 1007 
2m7 + 2n1g = 1007. 
Dato: Ido: 
V=324/3 mé (1 : 
(0) r(r+g)=50>r=2 BC_AB_AD 
Sabemos que: ero 5 12 
V= (Abase)h 2 
A Por dato el volumen del prisma es: V = 390 
Ys Ely =2 13.2) Reemplazando en (2): => (Arace)h = 390 
2+9=2=9=23 (5K)C12K) 43% — 390 
epa (1) y (2): Piden el volumen del cilindro (V): 2 PO=aó 
2143 =324/3 V = mu?h = 129) = 4m(23) 11 
>L=4m -.V=92n m Ñ 
Clave A Por el teorema de Pitágoras: AC = 13 
Calculamos el área lateral: 
4. 7. Por dato: Ag, =S Ag, = Doa iS + (5)(13) 
= 169 + 156 + 
2PsgJa, =S Ag =390 m? 
>a= Era Clave C 
Sea la sección recta: 10. 
Sea r: radio de la base del cilindro. 
Observamos que: AM 
Lado del cubo =r4/2 ¿ 
9m=0 l 


Altura del cilindro = 1/2. 


80 | Intelectum 4.2 


Por dato: Apase = B 
=>TR'=B=>R= JE 
T 


Además, el desarrollo de su superficie lateral: 


2T'R9 
2 
TR9m =S 


> Ag, = 


Piden: el volumen del tronco de cilindro recto (V) 
+ 
V= (Abaso)l Sa ) 


=S ..(dato) 13. 


Piden: 
Ag, = 2nrh = 21(16sen15”)(16c0815*) 
Agi = 16%1(2sen15*cos15") 


ap, 

sen30? 
Ag, = 1615) = 1287 
Ag, =128n m? 


Clave C 


2 
«Vel ll 0 — ) = EN 6 Por dato: ABCD—EFGH es un paralelepípedo. 
Entonces: 
2 ai 
V= A) AR BC L ABFE >mZEBC =90* 
yv-=S /B En el IMBAE por el teorema de Pitágoras: EB = 13 
2V Tn 
Clave B Piden: 
El área de la región sombreada (Asomp.). 
dE a. - (EBI(BC) _ (13)(20) 
A 
-Asomp, = 130 
Clave D 
14. 
En la base DEF: 2 jus 
E 
(1) (2) 
Por dato: 2r=d. A 2R=2d 
=r=Í =R=d 
Del IxDHO notable de 30? y 60: P 
5/3 Luego, se cumple que ambos volúmenes deben 
E E ser iguales: 
>Va=Veg 
Luego el área de la base: 2 2 
h =xkIRH 
An= 1043. =254/3 de E 
24 ( 5) h=(a)2H 
Piden: el volumen del prisma (V). dh > 
V = (Ag)h = (Ag)(3a) q 
=v= (5/08/58) BA 
4 
-.V=375 Clave A 
Clave E 
PRACTIQUEMOS 
12. Nivel 1 (página 111) Unidad 4 
CD Comunicación matemática 
A 
2. 


CD Razonamiento y demostración 
3. Pordato: V = 60 


> V =x(x + 1)(x-— 1) 
60 = (x — 1)b0(x + 1) 
3(4)5 = (x— 1)00(x+ 1) 
Comparando: x = 4 
Clave E 


E 


Si observamos frontalmente desde la cara ACDE, 
se observa a AB como un punto, entonces: 


Por relaciones métricas en el I.MAN: 
AM(AN) = MN(x) 
2(2) =x(2/2) 


x= 4/2 
Clave A 
8m 
l 
Por dato: 2r=8 =r=4m 
Piden: el volumen del cilindro (V) 
V =Apase h = rerzh 
V= 1.4? (8) > V=128n m' 
Clave B 


CD Resolución de problemas 


Por dato: R = 10 cm 
Por polígonos regulares: 


a=(=a=R/3 .(1) 
Piden: el volumen del prisma (V) 
V = (Ag)h 


V= (2842) = aa 42) 
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Reemplazado (1) en (2): Reemplazando en (1): 


is (R/3)V3 or? R(15) = 90 
_ 2 0 =R=6 
910)? E . 
>V= EN 4500 Piden: el volumen del cilindro recto (V) 
_ (RA — (41? 
V = 4500 cm? V =— (TR )g = T(6) (15) 
=V = 36n(15) 
ClaveB" .V=5401m* 
Clave A 
Oo >) Nivel 2 (página 112) Unidad 4 
CD Comunicación matemática 
n 10. 
l.  (F) por definición. 
A II. (F) no se intersecan. 
Por dato: g=6 > h=6 A Esad 
IV. (V) por definición. 
Luego: a 
lave 
Agr = 2Abage + As. 
Agr =2(n3?) + (23)6 11. 
Aroa dl l. — (V), sean las bases convexas O no convexas. 
es Así = 541 cm 
II. (F), son paralelogramos. 
SuNaD III... (V), el rectángulo es un paralelogramo. 
IV. (V), por definición. 


CD Razonamiento y demostración 


12. 
Por dato: Agy = 282 
Entonces: 
25k(4K) + 5k(3k) + 4k(3k) = 282 
2(20k? + 15k? + 12k?) = 282 
94k? = 282 
k=3 Por el teorema de Pitágoras: 
s k=43 5=(3+2+ (1+2) 
25=9+6r+ 4 +1 +4r44 
Piden: el volumen del paralelepípedo (V) 0=21 +10r — 12 
> V = 5k(4k)(3k) = 60k? = 60(/3)? 0=+5r - 6 
6 
-.V=60(3/3) =180/3 da 
r => r=1 


Clave B 
Piden: el volumen del prisma (V) 


V=Agh 


Clave A 


-.W=48 


13. 


Por dato: el desarrollo de su superficie lateral 
tiene un área de 1801 m?. 
=> Ag, = 1801 m? 
21 Rg = 1807 
Rg=90  ..(1) 
Del gráfico: g = 15 


82 [ Intelectum 4.2 


v= C+n0+2 y) - (+001+28 


Clave B 


14. 


Trazamos A'C // AB por el vértice C, tal que: 
AB =A"C. 


Luego en el IMCEA": A'E =a 
CD es la diagonal del cubo: CD =a/3 


En el ÍMDFA: 
por el teorema de Pitágoras: A'D = ay/5. 


En el AA'CD: 
A 
alZ aja 
D 
C en D 


Cumple el teorema de Pitágoras: 
(a/2)%+ (8/3)? = (a/5)* 
.0=900 
Clave E 


En ellMOCD: a. + 0 = 90% 


Luego: ellÓABO — [MOCD 
08.00: Bo. 8d 


"AB 00 3 R 


Piden: el volumen del tronco de cilindro circular 
recto (V) 


Clave E 


CD Resolución de problemas 
15. 


En la base: aV2 =74/2 
=a=7 


Piden: área lateral del prisma cuadrangular regular. 
Asi = (2Pbase)h 
> Ag, = (4a)(20) = (4)(7)(20) 
E Así = 560 
Clave B 


16. 


En el MDEF: a/2 =8 
=a=44/2 


Piden: el volumen del prisma (V). 


V = (Ag)h = (Ln 


Pe = 192 


+.V=192 cm? 


=>V= 


Clave A 


17. 


Por dato: 


V__1_1Rh 
As. 


4 7 2xRh 


Además: 
Abase = <(As) 
> 1R?= (2nRh) 
R=3h 
> =3n 
h= - 
Clave D 


Nivel 3 (página 113) Unidad 4 
CD Comunicación matemática 
18. 

|. (F) tienen igual área. 


II. (V) la base de un prisma es un polígono, y 
un polígono siempre está inscrito en una 
línea curva. 


III... (F) solo tiene líneas curvas. 
(F) la directriz solo es poligonal. 


19. 

LV 
F 
F 
F 


=> 


por definición. 

solo tiene superficies planas. 
tiene superficie cilíndrica. 
tiene superficie poligonal. 


( 
IM. ( 
( 


—_ 


Clave D 


CD Razonamiento y demostración 
20. 


21. 


22. 


Piden: el volumen del tronco de cilindro recto (V) 


hy +h 
V= (Apasol| = 2) 


o = Re(7) = a - Ju 


.V=9n cm? 


Clave B 


23 
Por dato: el agua está a 2/3 de la altura del 
paralelepípedo. 


> F(n+2)=2 
(h+2)=3=h=1 
Luego se introduce el trozo y está a punto de 
rebalsar, entonces se cumple: 
Vsólido =4(3)h =4(3)(1) 


Voótido = 12 


Clave D Por dato: Ag, =V 


S ere) 28M) - (08 AB : MN ] 


Además: MN =2AB A AM=BN 


Entonces: ABNM es un trapecio isósceles 


Luego en el ÍDEM, notable de 45”: 
DE =ME > k + 2R =2k > k =2R 


Por dato: las aristas del prisma recto son 
proporcionales a 3; 3 y 4. 


Además: AA' =A'B' 
En el DAD'C' notable: AC' = 5k 
En el IMCCE notable: C'E = 4k 


Luego en el DAxE: 


Piden: el área lateral del tronco de cilindro. 
+ 
Ag, = (2ps (24m) 


Ag, = (2) MN AB ) E (2x8 ds 2) 


de E Ag, = (21R)(3k) = 21R(3)(2R) 
5 a e > Ag, = 1218? = 1212) 

A A eS Así = 481 
== 12 Clave C 


Clave D 
i CD Resolución de problemas 


24. 


Por dato: 2R =6=>R=3 
Del gráfico: h =2R 
Luego, en la base empleando una vista superior: 


Por dato: DC=5 cm A Agsfera = 9re cm? 
>4nr =91>r= 3 

2 
Del gráfico: R=r A AB=2R 


En el trapecio ADCB por el teorema de Pitot: 
hy + h2 = DC +AB = (5) + (2R) 


=hy+h,=5+20=5+2(5) 


>h+h,=8 


GEOMETRÍA - SOLUCIONARIO UNIDAD 4 [ 83 


Entonces: 
a=2R/3 
Piden: el volumen del prisma (V) 
V =(Ag)h 
ECEA EJES 
W= (23) ar) - LA om) 
> V=6R?/3 =6(3)* /3 
“V=162/3 


Clave A 


25. 


Del IMBAM notable de 37? y 53*: 
2R=8 =R=4 
Luego, en la base inferior por polígonos 
regulares: m=Ry/3 
=m=4 /3 


m2/3 _ (443)%/3 
£- 


4 


> Ábase = 
=> Apaso = 1243 


Piden: el volumen del tronco de prisma triangular 
regular (V) 


V= (Apas) | LEG E2) 


Vs (12/3)(257+2) 0) 


84 l Intelectum 4.2 


26. 


Por propiedad: 0/0, = a 


En el trapecio MBNC: se cumple que O, O,es su 
mediana. 


=010,= £51 29 
. a+b+c_ 
24712 =9 (2) 


Reemplazando (2) en (1): 
> V=(12/3 19) 
¿.V=108/3 
Clave C 


Del gráfico: g = a 
En la base: 


=2R=a/2 
SR= 2/2 
2 


Luego, para el cilindro de revolución: 
Asr=AsL + 2Apase 
Agy = 21Rg + 2(1R?) 


Asr=2m[2 2 


27. 


Jl +20 (2/2) 


2 2 


=Agr=na2/2 + na? 


Piden: 


6a? 


ma (42 +1) 


Ar(cubo) — 6a? 
AsT(clin) a? 4/2 +10? 
. Arícubo) _— 6 
" AsTíciin) 


(12 +1) 


Clave A 


Por dato: 
En el caso (1) para el volumen: 
TR24) + x =11R2(16) 
= x= 121? (a) 
En el caso (2) para el volumen: 
TR24) + x= (R + 1214) 
= x= 961(R +6) 
De (a) y (PB): 
121R? = 96n(R + 6) 
R? =8(R +6) >R?-—8R -48=0 
(R- 12(R +4) =0 
>R=12 V R=-4 
R=12m 


(P) 


Clave D 


PIRÁMIDE Y CONO 


APLICAMOS LO APRENDIDO (36)3/2 _M+M 8 
(página 114) Unidad 4 SIE cea ed 
1. V=364/2 m Clave A 
Clave A 7. 
4. 
0) 
, bo Y /bk 8 
(1) (2) 8m 
Por dato: las pirámides son semejantes. 
Además: 41 = 2. o mn a 
A? 1 En el IÁNMP por el teorema de Pitágoras: 
Entonces: Sabemos: (Apr? =122 +5? =169 => Ap =13 
b Lag = 211 
E sena 9 1 9.1.3 a Luego, calculamos los semiperímetros de las 
Tak (dk) 76 "e 16 "% 4 (5)8=20r>r=2 bases: 
—7 Sena p APRA 
Por el teorema de Pitágoras: ' 2 
Piden: 8 =P +p? _14+14+14 +14 _ 
4 2 2, p2 pa 2 is 
Yo Aa 8=(2+h=h=2/15 
Wo Lía )(bk) E (A J k ) Piden: el volumen del cono (V) Piden: el área total del tronco de pirámide 
go ás as Af=A +Aj Eh 
ela) EE) Ap = (py + Pap +2 1d? 
e: ¿y BE 55 Ar=(8 +28)13 + 16 + 196 
2 o 3 Ap =680 m? 
Y 64 Clave D 
Clave B Clave C 
8 
2. 5. 
Piden: el volumen del cono (V) Piden: Desarrollando la superficie lateral del cono: 
1 2 1 2 Vorisma Agh 
V=>TRh= 1 (12)16 Moe dr 
3 3 pirámide Agh 
+. V=768n m* Ñ 
Clave D ¿3 
dd Moirámide Por dato: a. = 120" 
3. tel = (5)a60* =120* 
a Md 
6. g 3 
=>R=kA g= 3k 
En el ÍMBOA por el teorema de Pitágoras: 
9 =R?4 8? 
Por dato: P-ABCD es una pirámide regular, > (3k)” = (k)* + 64 
entonces las aristas laterales tienen igual medida. 8k? = 64 
En el MABC notable de 45”: AC =6V/2 almas dinos =k=24/2 
EI DMAPC resulta ser notable de 45”. Yo (m3 dl Piden: el volumen del cono (V) 
=PO=0C A: v= 2 (182)n = (12/68) 
h=34/2 > BV =V, + V¿=>V¿=7V, ] Ñ 
: eL > V= $1 ¡2 - BT (2 /7)? 
Piden: el volumen de la pirámide (V) Piden: 3 3 
V=L(A2)h= (6213 /2) Mide MEA. BM V= EE m 
d d Y (MN E 
ave B 
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Del gráfico: O es el centro de la base, además 
se cumple que O es el incentro y baricentro del 
AABC equilátero. 


En el DMAPB notable de 30* y 60*: 
3k=27=k=9 


En el POH por el teorema de Pitágoras: 
h?+k2= 15 

> h? + (9? =22=h=12 

Piden: 


El volumen de la pirámide regular (V) 
4 E LEE 
V= (Ag)h => LG (12) 


=> V= 1100443 - 972/3 
-.V=9724/3 m' 


Clave A 


10. 


> 


Por dato: A, = 9 cm? 
> TRg =9 


(1) 


En el IMAOB por relaciones métricas: 


(ma) = (1) =9= E 


Reemplazando (2) en (1): 
AR(%) =9 > 1R?h=18 


Piden: el volumen del cono (V) 


1 2 


A mA 
V=(1ROh= 


=V= (18) =6 
V=6 cm? 


Clave B 


11. 


En el MABC por el teorema de Pitágoras: AC = 10 
Por propiedad: BM = AM = MC = m 


86 [ Intelectum 4.2 


12. 


13. 


=>2m=10=m=5 14. 
Por dato: h=m=h=5 
Piden: el volumen de la pirámide (V) 
A _ 1/AB.BC 
V= 5(Ag)h= E )s 
=1/6-8%% - 
>V= SÍ 5 )s =40 
.V=40 m0 Por dato: 
Clave B A, =a 
>mTRg=a  .. (1) 
En el IMAOB por relaciones métricas: 
Rh=gb  .. (2) 
Multiplicando (1) y (2): 
TR?hg = gab > 1R%h =ab 
Piden: El volumen del cono (V) 
Y= har S (ab) 
Del gráfico: a=2R A h=a=h=2R ah 
Por dato: el área de la proyección del cono sobre Ea 
la base del cubo mide 9n m?, Clave E 
> nTR*=9 
R?=9>R=3 PRACTIQUEMOS 
Piden: el volumen del cubo (V) Nivel 1 (página 116) Unidad 4 
A rm Lap? CD Comunicación matemática 
V 3 (ARSh 3 (ARA(ZR) , 
27 p3_ 2T ¡913 j 
> V GR 378) 18n 
:V= 18m m 2. 
Clave A 
CD Razonamiento y demostración 
3. 
Sl el lea de Pitágoras: 
a+có=106  ..(1) 0 nao 
Mya =225 12) El ÍMPOH es notable de 37? y 53*. 
h+02=169 (3) Entonces: OH=3 A PH=5 
Sumando las tres expresiones tenemos: En el inQTS, por base media: 
E MET E 
2(a* + có +h*) =500 OH ar ,3 Ba 3 
=>2a2+0 + h?=250 ...(4) 
Reemplazando (1) en (4): Piden: el área total de la pirámide 
= (106) + h, =250 Ar=A, +Ag 
h=144 = h =12 > Aj = (4a)(5) + (28) =20(3) + 4(3Y 
De (2): (12)? + a? =225 Ap =96 cm? 
a =81=2a=9 
Clave E 
De (3): (12)? + c? = 169 
2=2=>c=5 4. 
Piden: 
El volumen de la pirámide Q—ABC (V) 
sl A 76 
V= 3 (Aelh =y(57)n 
= 1/25Y12) = 
=> YV= al 5 Ja) =90 
:.V=90 m 
Clave E Por dato: MA =AO, =R 


Piden: 


TR*h 
Voono =, 3 = TR? A Veono = 4 
Vin. Te(2R)2h  120R? "Met. 12 
Clave A 
5: 
Del gráfico: ambos sólidos tienen la misma altura (h) 
En el APQS por polígonos regulares: 
a=Ry/3 
Sea V,: el volumen de la pirámide regular. 
1 ds 
> v1= 5001 (E7) 
2 
h 
>V; = a pa 
Sea V,: el volumen del cilindro recto 
> V,=R*h 
Piden: 
2 
ath/3 ) 
Y Al 12 )_4v3 _RIY3 
Yo MRh  12R?%  121R* 
MR _ 13 
Y 12HR? 4 
ME 
“Mo 4n 
Clave A 
6. 
Por dato: 
Veilindro = 30 em? > nh = 30 
Piden: " d 4 
Veono m2) qu 360) 
-Meono = 40 cm? 
Clave C 


CD Resolución de problemas 
7. 


El desarrollo de su superficie lateral es por dato: 


9 B 9 Nivel 2 (página 117) Unidad 4 
US, 
CD Comunicación matemática 
10. 
|. (V) Desplaza el vértice paralelo a una 
21R arista lateral. 
Entonces: a. = 180? II. (F) La base no puede estar inscrita. 
= 360" 5) = 180" III. (V) Son congruentes (iguales). 
ñ Ro IV.  (F) No necesariamente, solo en el caso que 
972 «(1) sean congruentes. 
Clave A 
Luego: S2mRilo - 187 
2 41. 
=1Rg=181=>Rg=18  ...2) L (V) Por definición. 
De (1)y(2):R=3 » g=6 II. (F) No necesariamente. 
En el ÍMBOC por el teorema de Pitágoras: le CONE peste EScaneS sales 
PE =H4R? tendrán dos lados iguales. 
¿ (6) + (8y >h=34/3 IV. (F)Si tienen base elíptica tienen secciones 
axiales diferentes. 
Piden: el volumen del cono (V) Clave C 
V= (AR?) a (1321343) 
Razonamiento y demostración 
¿V=9/3 1 m En a 
12. 
Clave A K 
0 RE 
q P 
5 
meat 
El IMKOP es notable de 30? y 60”. 
Entonces: h=1 AOP= /3 
Por dato: h es la media geométrica de las bases. En el MOP que es notable de 45": 
=h= (90) =h=6 a/2 =2/3 =a=4/8 
Piden: Piden: el volumen de la pirámide (V) 
El volumen del tronco de pirámide (V 
' conil: V= L(Ag)h=L(2%)h 
V= (A, +A2+/A¡A 
3 (A +A2+y/A1A)) + V= 11/68 (1) =2 
> V= 4 +9+4/4.9) =2(19) ig 
3 Clave B 
-.V=38 m 
ClaveD 13. 
Del gráfico: L es baricentro del AAVB 
> AL =2(LN) >AL = 2(2,5) >AL =5 
Del ÍABOC es notable de 30? y 60: osa 
R/ÍT=3 A g=2R % o fia y 53%: 
<= R=JT A g=243 Ma 
Además: VL = 2(LO) = VL = 2(3) =6 
jes a a y e X Piden: el volumen del cono (V) 
IAEA V= (18 ?)h = (1.429) 
¿V=3n mM :.V=48n cm? 
Clave B Clave E 
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14. dí. 20. 
Arasco =Aasak + Aaxoz + Aascz + Ag Por dato: A, = 6n m? 
1093,25,04 4, =TRg =61 >Rg=6 (1) 
90 =61+Ag > Ag=29 En el ÍÁPOB por el teorema de Pitágoras: 21 
gd=32+R?=g=9+R? ...(2) : 
Piden: el volumen de la pirámide F-BKZ 
Agh _ (29)6 De (1) y (2): R= A g=2 
Vega == EA e(1)y(2:R=/3 A 9=2/3 
As Vr_Bkz = 58 mé Luego: 
Clave B 
15. 


P P 
D> > 
23 PES a 
3; kV3 
B D 50%» 
B 
O Y3 O k B 


ENÍMPOB resulta notable de 30* y 60*. 
-.0=30" 


Clave B 


Por dato: AB // ON 18. 
En el ÍMAGB por el teorema de Pitágoras: AB =4 
Del gráfico: el DAOB — ÍxOO/¿N 


A0_00, _1_R 
AB 


ON 7? 47y 
Piden: la medida del ángulo (a) del desarrollo de la 
superficie lateral del cono menor. 


Por propiedad: a. = 360? (5) 


Por dato: A 


asco =2(Aapco) 
> (28? = 22) 
da? = 2aAp > Ap = 2a 


= a =360" (5) 
a =90% 

Clave D En el POH por el teorema de Pitágoras: 
(Ap)? = a? + 6? 


CD Resolución de problemas (2a? =a? +36 > 3a?=36=a 


16. 


2/3 
Piden: el volumen de la pirámide (V) 


v=2 (agn= L(2a)(6) 


> V=88? =8(2/3)? 
.V=96m* 


96 


Clave C 

Por dato: VO = BD 

Nivel 3 (página 118) Unidad 4 

CD Comunicación matemática 

19. 

l.  (V) Se prolonga una generatriz hasta un 

cierto punto que sería el nuevo vértice 
del cono oblicuo. 


En el IxVOH por el teorema de Pitágoras: 
(2/2 Y + (a)? = (6/2)? 
9a? =72 
a =8=2a=2/2 
Piden: el área lateral de la pirámide 
AL = (PhaseJAp = (4a)(6/2) II. (V) En un cono recto. 
=A, =4(2/2)(6/2) =96 III... (F) Pueden tener alturas diferentes. 
A =96 mi IV. (F) Son 4 como mínimo. 
Clave D 
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23. 


|. (F) Si tienen alturas diferentes no serían 
semejantes. 


II. (V) En un cono irregular. 


II. (F) Podrían tener área de las bases 
iguales pero no necesariamente son 
congruentes las bases, ejemplo: una 
base sería elipse y la otra circular. 


(F) En las oblicuas, la altura no se proyecta 
necesariamente en la base. 


l.  (F) Pirámide no convexa = base no 
convexa. 


II. (V) Solo traza una altura desde el centroide 
hasta la generatriz. 


III. (V) Pirámide convexa = base convexa. 
(V) Todo cono tiene sección axial. 
Clave B 


CD Razonamiento y demostración 
22. 


Del gráfico: 
La región (l) al girar 360%, genera un cilindro 
circular recto. 


La región (Il) al girar 360%, genera un cono 
circular recto. 


Por dato: 


Clave C 


En el IMAHD por el teorema de Pitágoras: AH =4 


Piden: el área lateral de la pirámide 
AL 5 (Phase)(Ap) 
> A, = (12)(4) = 48 
A, =48 m? 
Clave B 


24. 


25. 


26. 


Del gráfico: ambos conos tienen la misma altura. 
Sea: 


V:: el volumen del cono de menor base. 
V,: el volumen del cono de mayor base. 


Piden: 


1 _p2 
Me PE, e 
Y +r(2R)'h 4R? 
e 
vw Y 


Clave C 


Por dato: ABCD es un paralelogramo de 24 m? de 
área. 


Luego en la base: 


P y Q son los baricentros de los triángulos ABC y 
ACD, respectivamente. 


Por relación de áreas: Aragn = ña 
-6A= % =12A=2 

2 
Entonces: 


Anapo = 2A=2(2) =4 


Piden: el volumen de la pirámide E-APQ  (V) 
y MAgIh _ (Ararol(12) _ (4)(12) 
3 3 3 
-.V=16 m 
Clave C 


Del gráfico: el ANAH es isósceles. 


Por dato: 5Ag = 3A, 
5(2a)? = 3(4a)(Ap) 
20a? = 12a(Ap) 
AP 5 
a 73 
Entonces: 


EN IMAOH resulta ser notable de 37? y 53”. 
>0=37" 


Piden: la m4NAH 
= mZNAH = 20 = 2(377) 
.mZNAH = 74? 


Clave E 


CD Resolución de problemas 


27. 


28. 


En el IMBOC notable de 30? y 60: 
h=R/3 A g=2R 


Luego, el ángulo del desarrollo de su superficie 
lateral será: 


Q.= 360% E) = 360% 25) 
> 0 =180* 


Entonces, el desarrollo de la superficie lateral del 
cono es un semicírculo. 


9 8 g 
Por dato: a 
=>9=2 

(2R)=2=>R=1 a 


Piden: el volumen del cono (V) 
V= H(1R?)h = H(ARRV3) 


Clave A 


29. 


30. 


Por dato: G es baricentro del ABVC 
=> VG = 2(GH) 
6 = 2(GH) = GH = 3 


En el Is VHC es notable de — HC=3 


>=a=3 


En el IxVOH por el teorema de Pitágoras: 
h? + a? = (9 
> + (3=81=h=6/2 


Piden: el volumen de la pirámide regular (V) 


V= F(Ag)h= L2a):(6/2) 


= V=8822/2 =8(8)? /2 


¿.W=724/2 m? 
Clave A 
Del ÍMAOC es notable de 37? de 53*: 
R=3k, h=4k y y =5k 
Luego: g =10 
5k=10=k=2 
> R=3(2)=6 A h=4(2)=8 
Piden: el volumen del cono (V) 
_A 1 pAH_1/mg2 
V= 3 MR )h= 3 (m6 )(8) 
> V= 281 - 96n 
3 
.V=961 
Clave C 


En el tetraedro D-ABC; graficamos una esfera 
tangente a la cara ABC y tangente a los planos 
que contienen a las caras DBC, DBA y DCA. 

.. Dicha esfera está exinscrita, luego trazamos 
las alturas CM (M € AB) y DM (M € AB). 

Si el lado del tetraedro mide 2a 

=CM=DM= a/3 

Vemos que la esfera es tangente en H al plano 
ABC, además H pertenece a CM y es baricentro 
del AABC. 
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DH L AABC y DH es la altura del tetraedro 
D-ABC 


ah 2/6 
Además CH = 2/3 y HM= 30 


Vemos que la esfera es tangente en T al plano 
que contiene el ABDA. 


.TM=HM = ay3. 


Aplicamos el teorema de Pitágoras en el DLOTD: 


DE oi 


2, 4Ra /g 4 als (4)R%(6) _ 


2, ad 


e. 


Finalmente hallamos el volumen del tetraedro 
D-ABC: 
= Líaxa/3)2/6 
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31. 


3 3 
y= 2842 1-2 R6/6./2 
3 338 
.V=y43R* 


Clave B 


El cono equilátero tiene lados iguales a 2R 
=CQ=0B=R 

El plano perpendicular a la generatriz CB 
determina la base elíptica que contiene a AQ. 


Veono oblicuo (Ages R (01) 


Sabemos que: Agjipse = TAD 


En el ÍMACA (notable de 30? y 60”); donde: 
AO=00=a 
siCa=R => AQ= 5/2 

2 Ef (1) 
Luego trazamos un plano paralelo a la base 
del cono y que pase por el medio de la elipse 


determinando así el segmento PT (PO = OT =b) 


En la circunferencia que contiene al segmento 
MN, aplicamos el teorema de las cuerdas: 


R _RY2 
b? = S(R)=b= E .l2 


Finalmente reemplazamos (2) y (1) en (a): 


Veono oblicuo — Uns A 243. a 


Clave D 


ESFERA Y SÓLIDOS DE REVOLUCIÓN 


APLICAMOS LO APRENDIDO 
(página 120) Unidad 4 


1. SeaR: el radio de la esfera 
Por dato: , 
Asirculo máximo — 161 cm 
TR?=161 >R=4cm 

Piden: 

Age =41R" =4m(4) 
«Así = 641 cm? 

Clave C 


2. Por dato: 
V¿= 121,5n cm? 


FAR = 121,5m 


RÍ=91,125>R=4,5 cm 
Piden: 
Age =41R? = 44,5)? 
. Age =81n m? 
Clave A 


3. Pordato: 

Age = 1007 m? 
41R?=1001=>R=5m 
Piden: 

Acirculo máximo = AR” =1(5)* 


++ Airculo máximo = 297 M 


Clave C 


Acúpula =211R" =2n(6)* =72n m 
Piden: 
Inversión = (721:)4,8 = 345,61 
Inversión = 345,6(3,14) 
.*. Inversión =$ 1 085,184 
Clave D 


Piden: 
Ase__ 4TR? 
Aralin. — 27R?+2TR(2R) 
Ase___ 4mR?__ 41? 
Aralin.— 270R24+41R?  6THR? 
As 2 


Ardin. 3 


Clave E 


Por dato: 
Ape = 187 m? 
TR? (45") A 
a = 181 > R = 6 
Piden: 
Ves = IR 0 _ 16045" 
CET 270? 270" 
Veg = 36n m* 
Por dato: 
Velin. = 54r mi 
TRY2R) = 54n =R? =27 
..R=3 
También: 
Ver =T mi 
Ta 
a” 
Ya M5 Es o 
270 1>=a=10 
Piden 
Me ARO _ m(3)*10* 
HE 9? 90? 
Ahe =xT m 


Por dato: la diagonal del cubo mide 6 /3 
=d=6/3 m 
(2R)/3 =6/3 =>R=3 


Piden: 
Ino MN 
Ve= 3 R*= 3 
¿Ve =36n m* 


Por dato: 
Ace = 27Rh = 807 
Rh =40 
(10)h =40=h=4 
En el ÍMOHA por el teorema de Pitágoras: r =8 
Piden: - , 
Abase del casquete = TT” = a8) 
-'Abase de casquete — 64n m 


Clave B 


[o0] 


Por dato: 
Ace = 96 m? 


Entonces: 
21(8)h = 91 =h=6m 


Del gráfico, por el teorema de Pitágoras: 
8-24 4=64-4=60 


=r= 4/60 
Piden: 
3 pr 3 m(/60)6 


> VsE, = 361. E 1807. 
-. Vgg, =216n m 


Clave C 


15+x 


Por dato: el área de los casquetes determinados 
están en proporción de 3 a 2. 


Entonces: 
270(15)(15+X) _ 3 
2 (15)(15-x) 2 
2(15 + x) = 3(15 — x) 
30 + 2x=45 — 3x 
Bx= 15 
-x=3m 


Clave B 
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12. Aplicamos el teorema de Pitágoras: 
2+ 1 =R? 
Xx = (5,5) — (3,3) 
-.x=44cm 


Clave B 


PRACTIQUEMOS 
Nivel 1 (página 122) Unidad 4 
CD Comunicación matemática 
Entonces: 1. 
41? + (2(1R?) + 271R(2R)) = 907. 

41? + 61? = 907. 


Por dato: , 
Ase +Ar cilindro = 907. m 


101R? = 907 ni 
R?=9 |... (F) porque, no puede ser secante. 
=>R=3 II... (F) porque, genera un sector esférico. 
Piden: III... (F) porque, genera un anillo esférico. 
V¿= a pe Loy IV.  (F) porque, genera una zona esférica. 
-V¿=36n mM 3. 
Clave E l.  (F) porque tienen que ser coplanares. 
II. (V) porque forman 2 conos de revolución 
de con un mismo vértice. 
III. (V) porque es coplanar y no secante. 
IV.  (F) porque solo generan sólidos de 
revolución las regiones coplanares. 
a Clave C 
R/ 
Lar CD Razonamiento y demostración 
Por dato: 4. 
V¿=44/3 nm? 
LR da 


R=3/3 =>R?=27 
=>R?=3=>R=/3 


Sea Ace: el área del mayor casquete esférico 
Acg =21Rh = ae ($e) =31R? 
«Ace =3n(43 )? = 9n m 


V= +m(5)12= 1007 


Clave E 
Clave C 
5. Pordato: 2ar=10 => 1=2 .. (1) 
14. Graficamos la esfera y el círculo menor. T 
EA 
LA 
pu E decia , : Por el teorema de las cuerdas en la circunferencia 
ongitud de la circunferencia menor: máximado lo ostera; 
2n.r=20,724 ? 
20,724 MBR . (2) 
r= 23,10) = 3,3 cm 
(3,14) Reemplazando (1) en (2) y R =2 (dato): 
Area de la esfera: hR4h+ 2 al) 
4m R? =379 94 T 
379,94 _ De donde: 3,21 
R= = 5,5 cm e adonde: -J9 
4(3,14) IE 
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Luego: h=0,79 m 


Además; si: 
360" 21 Rh 
9 Sasc 
> Sasc= (P) 


Reemplazando (a) en (PB): 
ys 2 (3,14) (2)(0,79) (26?) 
ABG 360* 
-. Sage =0,7165 m? 


Clave B 


6. Seael gráfico del plano ABCD: 


En el triángulo rectángulo BQC: 
10? =22 + (2Ry? 
= R=24/6 
Luego el volumen del tronco de cilindro será: 
V=1R?e 


Donde: e = A 


Luego: V=1(2/6 Y ($) 


V=120 1 m* 
Clave C 
CD Resolución de problemas 
Y: 
Del gráfico: 
ÍMCBA= ÍMCDE 
8 2/2 
T— =%£ =>R=2 
rr 
Piden: 
Age =41R? =4n(2)? 
. Agg=16n m? 
Clave B 
8. 


Del gráfico: 13. 
3=2R=>R= > |. (F) por ser oblicuo. 
] II. (F) Si la base no es un círculo, entonces no 
Piden: ] Aia es un cono de revolución. 
3 
MES a RS E (5) III... (V) por definición. 
Y 4 (27) 70 IV.  (F) porque solo es sólido de revolución para 
3(8) un cono recto de base circular. 
Ve =4,5n mé Clave D 
Clave C 
CD Razonamiento y demostración 
9 14. 
360" 
0 sl 
Por dato: Piden 
R 7 A m Vo= Veomiesfera + Veono 
=x=1m 
=> =$ 3)+ 50330) 
Luego: 
Ay = 10 = 11)? = 1 m Vo = 18n el 
Por el teorema de Pappus-Gulding: PN0n 
Veo =A(2nx) = 1:(271) = 21? m? GIA 
ClaveB 35, 
L 
10. EP 5360" 
A 
13 á S 
B DH 
13 
€ 
En el IMAPB por el teorema de Pitágoras: 
SeaA: el área del hexágono 13? = 5? 4 (3k)? 
2 a 2 
sA=0(LL3) 169 = 25 + 9k 
144 =9k? > k? = 16 
=>A=64/3 k=4 
Por el teorema de Pappus-Gulding: Luego: x=k =4 
Vsg = e 7 Sea A: el área del AABC 
=> Vsg =643 (2143) 10(3k) 
A= ——2 = 15k = 15(4 
-. Vgg =36n mé z AA 
Clave C > A=60 m? 


Nivel 2 (página 123) Unidad 4 
CD Comunicación matemática 
11. 


12. 


Il. (F) por ser oblicuo. 16. 


II. (F) si la base no es un círculo, entonces no 
es un cilindro de revolución. 
II! (V) por definición. 


IV. - (F) porque solo es sólido de revolución para 
un cilindro recto de base circular. 


Clave C 


Por el teorema de Pappus—Gulding: 
Vsg =A(21:x) = 60(27:4) 
*Vgg = 4801 m* 


Clave E 


Por el teorema de Pitágoras: 


K 4 (7k? = (342) 


2_25_,2_4 
50k* = > > k = 7 
=k=3 
Luego: 
x=7k=7/(1)-2 
x=1k=1(5)=3 
SeaA: el área del cuadrado 
>A=5?=25m? 


Por el teorema de Papus-Gulding: 


Vsc =A(2nx) = 25(25,,) 


SS Vs = 1751 mé 
Clave D 


CD Resolución de problemas 


17. 


Por dato: 
Voono = 6487. m* 
LR /3'3R =648n 
3R? = 648 
R=216>R=6 


Piden: 
Age =41R? = 41(6)* 
Age = 144 m? 
Clave C 


Por dato: 


3: o 
TRAS 32 Rm 


270 3 


Vo = 


=>R=4 
SeaA: el área total de la cuña. 


TRE TR ug 
2 2 90% 


2 o 
A=1(4) + man 


>A= TR, mr 


= 161 + 81 


.A= 247 m? 
Clave D 
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19. Piden: 


3 mríh  rróh 
Voz = En? + mf + 713] 


Por dato: 

h=6 A nr? +nró =20n 

ias Sos? +201]=3[12m +201] 
aa Vsgz = 96 mé 


Clave D 


20. Del enunciado: 


Acasquete esférico — Ahuso esférico 


TR?g _ 180%h 
2x7 Rh TON R 0 


Además: h = 


4 
Entonces: 


Clave B 


Nivel 3 (página 123) Unidad 4 
CD Comunicación matemática 


21. 

|. (F) porque tienen que ser coplanares. 

Il. (V) por definición. 

III... (F) porque genera un plano. 

IV.  (F) porque genera un plano. 

Clave C 

22. 

I.  (F) no tiene que ser secante. 

II. (F) porque no tiene que ser secante. 

III. (F) porque para que sea superficie de 

revolución debe de girar 360". 

IV. (V) porque, forma un sólido, pero no un 

sólido de revolución. 

Clave C 

23. 

l.  (F), porque es secante. 

LV 

Eje de giro 
—H 
NY 


III. (V) por definición de sólido no convexo (por 
un sólido pasa una recta que interseca a 
un sólido en más de 2 puntos). 


IV.  (F) genera una superficie de revolución. 
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CD Razonamiento y demostración 


24. 


25. 


Sea: “V” el volumen generado al rotar por el 
semicírculo de radio R. 


Además: V, y V, los volúmenes generados al 
rotar por los semicírculos de radios R/2. 


Luego el volumen pedido será V,; 
== (14 +) 


Por el teorema de Pappus y Guldin 


EEES 


Vy=4n2 mé 


Clave C 


Dato: AC=3 


O Cc 
3r/2 ] 


A H 
Í 3r/2 y 


Del gráfico: +3 =3 > r=1 y x= 513 


2.2 
Si: V, = volumen del sector esférico generado 
por el sector circular BOC 


V, = volumen del sólido generado por la 
región triangular ABO 


V, = volumen pedido 
Por el teorema de Pappus y Guldin: 


Va NN 21SABO 


Luego: V, =Vy +V> 


V,= Zar (5) + 2XS BC 
V =P + 2 L/3)| CL3) 
V, =310/2 
Pero: r=1m 
ta Vi = 3L pi 


2 
Clave B 


CD Resolución de problemas 


26. 


29. 


27. 


28. 


Por dato: 
TRi+ TR +2 0Rh = 11m 
RE+R¿+2(3)(1) = 11 
>RI+R=5 


Además: 
Ro=Ri=1=>R,=1+R; .. (2) 
Reemplazando (2) en (1): 
R+(1+R)?=5 


2R7+2R;-4=0 


R?+R, -2=0 
Ry +2 
Ri 44 AR =1 


Reemplazando el valor de R; en (2): 
R,¿=1+(1) >R,=2cm 


Clave C 


Por el teorema de Pitágoras: 
17?=8* +49 > a? =289 — 64=225 
>a=15 

b? =289 — 225 =64 
> b=8 


17? =45? 4 p? 


Luego: h=a+b=23 
Piden: 
Azg = 21Rh = 21.(17)(23) 
oAzg = 7821 m? 
Clave C 


Piden volumen de la semiesfera: 
-1[4z p3 
e=7 GR 


ls ON > Va = 18n mé 


Clave B 


Del gráfico se observa: 
a+h+b=16 
=>a+b=16-h ..(1) 


Además, por dato: 
Az= (Ace, +Acg)) 


21Rh = F(21Ra + 27Rb) 


au 


>5h=3 


a+b) ... (2) 


Reemplazando (1) en (2): 
5h = 3(16 — h) 
5h = 48 — 3h 
8h=48=h=6m 
Clave A 


30. 


u ¿El 


so ya 


Por dato: 
Ace = 4Abase 


2 Rh =4(n1”) 

21443) h=4nr" 

22/3h=F ..(1) 
Además, por el teorema de Pitágoras: 

(1/3 =(h-4/3 +1 

48=h?-8/3h+48 +1 

=>8/3h=H+F .. (2) 
Reemplazando (1) en (2) se obtienen: 
h=6/3 A r=6 

Use n/m» a tre) 

Ver, = 2045 (16037 +62) =3/3m072) 
-Vsgg=216/3 1 m 

Clave D 


MARATÓN MATEMÁTICA 
(página 125) Unidad 4 
1. 


En el AABC; por triángulo notable: BC = 10 
B 


4 
6 18/5 
AS OH AH = 24/5 
> Bs BH = 18/5 
HC = 32/5 
C 


2 
(5) x 10 Del tetraedro: CM = MD = da 
Volumen del sólido= Z = E mé a 
Q es punto medio de MD: 
Volumen de la esfera = io) = Ss mé > MQ=0QD= El 


+. Volumen pedido = Vol. esf — Vol. sólido 


_ 500m _ 384, _ 1348, 


3 5 15 
Clave C 
1) 
Por dato: 
Anavo +Angve = 40 cm” 
Pero: Aaavo = Aagyc 
> Anawo == 20 cm? 
(1) =(2) 
Por propiedad de diedros: ad3 ñ 
Aaaon = Cos60 (Aa ay) Cosa = : S % 
E 21 2 
= Amop (5)20 cm 10 cm Pro cl 
8 


Por propiedad de paralelogramos: 
.*. Volumen del cilindro = 1r? x a = x( E E iS 


B c 
E — 91,3 
e 
A Clave D 


S, =S,=S3=Sy 


-- Asasco =Araoo XA a 
= 10cm* Xx 4=40 cm 


Clave A 


Hallamos la arista lateral: 
AC=2a/2 = A0=0C=aV2 


Del DAOV: 


AV= y A0? + 0V? =a/3 


Halla las alturas DH y BH, por ser pirámide 
regular DH = BH. 


En todo tetraedro regular sus aristas opuestas 
son ortogonales (AB 1 OC) = la arista AB es 
perpendicular al plano de la sección CDM. 


V 
Trazamos MN _1 CD intersecando en H: 
2a ay3 
=> CH=HD=4 
2 
=MB= 4 C D 
AM=MB= 2 ns 


Volumen del cilindro = (nr) x a, halla “1”. Dv? =DC? + Cv? - 20V.CH 
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3a? = 4a? + 3a? — 2a43 CH 


CH= 22 > DH 2/6 a BH 


"El 
En el triángulo BHD: 
sen Q — BD - 2/2 
2 BH 2/5 
3 H 
0 _43 
sen =*2 
2 2 2a/6 
3 
se 7 =60* 
0=120* az 0 ay 
Por dato: 
ArgHm = A 1045 m? 
/. 2 
Aagyn = 1408. pe =20 m' 


Dividiendo (1) y (2): 


hvVb?-9 
AABHN 2 _ 20 
ABHM a 1045 


96 l Intelectum 4.2 


2 
Za pe _ 
> b=3/5 


Piden: AC=2b=6V5 m 


AB: diámetro de la sección circular mayor 


Área circular de 
diámetro PQ 


ne 1 13 


3 


Del triángulo OO'Q; 
d“=00 17 > d= 


-.d=4v/6 cm 


Clave E 


- 1 , (área circular de 
diámetro AB) 


Clave D 


En el triángulo ABC: 


Angac = 12A2R o =a 


=hXR=a 


Del cilindro: 
A =2TR.h 


ASS AL = 2na 


Clave E 


Piden: SH =? 


Del triángulo ASL: por Pitágoras AL = 15 
Del triángulo ASK: por Pitágoras AK = 24 
Por el teorema de las tres perpendiculares: 
mZAKH = mZALH = 90? 


En el AAKR (Triángulo notable): 
AR =48;LR=33 > en el ALHR: LH = 1143 
En el ALSH; por Pitágoras: 


sH= 20? - (114/37 = 4/37 cm 


Clave A 


a 


